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Vorrede, 


Mit der analytischen Zahlentheorie, welche ich hier- 
mit dem mathematischen Publikum vorlege, führe ich mein, 
mit den „Elementen der Zahlentheorie, Leipzig 1892“ be- 
sonnenes zahlentheoretisches Unternehmen um einen wichtigen 
Schritt weiter. Die analytische Zahlentheorie begreift in sich 
diejenigen Forschungen im Gebiete der höheren Arithmetik, 
‘ welche auf analytische Methoden begründet sind, und hat in- 
sofern vor manchem andern Gebiete derselben ein erhöhtes 
oder weiteres Interesse. Ihre Entstehung datirt fast in die 
Anfänge der Zahlentheorie selber zurück. Kaum, dass letztere 
durch die so mannigfachen Arbeiten Euler’s eine erste um- 
fassende Grundlage gewonnen, war es auch schon dieser an 
ursprünglichen Ideen und Entdeckungen überreiche Forscher, 
der zuerst dazu geführt wurde, die Analysis zur Gewinnung 
arithmetischer Sätze zu verwenden. Seine bezüglichen Unter- 
suchungen nahmen zwei verschiedene Richtungen: in der einen 
stiess er auf jene Gleichheit zwischen einem unendlichen Pro- 
dukte und einer unendlichen Reihe, welche, wie wir erkennen 
werden, in der gesammten analytischen Zahlentheorie eine 
wesentliche Rolle spielt und ihm sogleich gestattete, den Satz, 
dass es unendlich viel Primzahlen gebe, auf analytische Weise zu 
erhärten; die andere Richtung führte ihn zu seinen berühmten 
Sätzen über die Zerfällung der Zahlen in Summanden. Nach 
Euler aber nahm die Zahlentheorie zunächst eine Entwick- 
lung, bei welcher der analytische Weg zurückstehen musste. 
Das grosse systematische Werk von Gauss, die Disquisitiones 
Arithmeticae, begründete zuerst die Zahlentheorie als eine 
selbständige umfassende Wissenschaft und gab ihr eine reiche 
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Fülle von allgemeinen Problemen, die eine noch heute bei 
weitem nicht erschöpfte Entwicklung verlangten und zuliessen. 
Zwar hat schon unter den letztern Gauss selber solche er- 
kannt und bearbeitet, welche durch ihre Natur eine analytische 
Behandlung gewissermassen herausfordern, doch geben seine 
Disquisitiones nur kurze Notizen darüber, und auch sein Nach- 
lass nur einige Grundlinien seiner Methoden und vereinzelte 
Resultate. Auch hat Jacobi bereits mittels der Lehre von 
den elliptischen Funktionen den Euler’schen Sätzen der 
zweiten Kategorie andere, welche zumeist auf die Theorie der 
quadratischen Formen mit zwei oder mehr Unbestimmten 
Bezug haben, an die Seite zu stellen gewusst. Das Verdienst 
aber, durch eine weitere Verfolgung der ersten Richtung 
Euler’scher Forschung allgemeine analytische Methoden ent- 
deckt und entwickelt zu haben, welche zur Lösung gewisser 
Kategorieen zahlentheoretischer Aufgaben geeignet sind, und 
so der eigentliche Schöpfer der analytischen Zahlentheorie 
geworden zu sein, kommt voll und ganz Dirichlet zu. Seine 
Untersuchungen, wie sie vor allem niedergelest sind in den 
Abhandlungen: sur lusage des series infinies dans la theorie 
des nombres in Urelle’s Journal Bd. 18 und recherches sur 
diverses applications de l’analyse infinitesimale ä la theorie 
des nombres ebendas. Bd. 19 und 21, sowie in der Abhand- 
lung über die arithmetische Progression im Jahrgange 1837 
der Abhandlungen der Berliner Academie, haben nicht nur 
gewisse Aufgaben, die naturgemäss der systematischen Ent- 
wicklung der Wissenschaft entsprungen waren, zu deren Be- 
wältigung jedoch die rein arıthmetische Behandlung weder vor 
noch nach ihm die nöthigen Mittel gefunden, auf's Genialste 
bezwungen, sondern sie haben zugleich auch selbst wieder 
eine Fülle theils von Fragen, theils von interessantesten Auf- 
schlüssen und Beziehungen der behandelten Aufgaben zu andern 
Gebieten der Wissenschaft gezeitigt, wie z. B. den merkwür- 
digen Zusammenhang der Olassenanzahl quadratischer Formen 
mit den quadratischen Resten auf der einen, mit der Kreis- 
theilung auf der andern Seite, u. a m. Es konnte nicht 
fehlen, dass einer so fruchtbaren ersten Anregung weitere 
erfolgreiche Anwendungen der Dirichlet’schen Methoden 
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folgten. In der That hat Dirichlet selbst schon seine Unter- 
suchungen über die arithmetische Progression sowie über die 
Classenanzahl aus dem Gebiete der reellen Zahlen in das der 
gewöhnlichen. complexen Zahlen übertragen. Nach ihm aber 
sind seine Methoden von Kummer und Anderen in den Ge- 
‘bieten der verschiedensten complexen Zahlen wiederholt; 
Kronecker hat die Reihe der Fragen, welche Dirichlet’s 
Methoden erreichbar sind, noch erweitert; seine Bestimmung 
asymptotischer Gesetze in der Zahlentheorie sowie andere 
seiner Untersuchungen haben vielseitige Ergänzung und Aus- 
dehnung gefunden, kurz: die Dirichlet’schen Methoden haben 
sich überaus fruchtbringend erwiesen und einen eigenen Zweig 
der höheren Arithmetik geschaffen, gleich interessant durch 
seine Resultate wie durch die Art und Weise, sie zu finden, 
eine Wissenschaft, die man füglich analytische Zahlen- 
theorie nennen darf. 

Noch besitzt die mathematische Literatur kein Werk, 
das die Zeichnung dieses ganzen Gebietes sich zur Aufgabe 
gemacht, denn die Dedekind’sche Darstellung von Dirichlet’s 
zahlentheoretischen Vorlesungen bringt nur den kleineren 
Theil desselben. Zwar werden wir in kurzem mit der Her- 
ausgabe der Kronecker’schen Vorlesungen über Zahlentheorie 
ein Werk erhalten, welches, vorzüglich auch über dieses Ge- 
biet derselben sich verbreitend, in seiner Art unübertrefflich 
sein wird. Die gefährliche Konkurrenz dieses Werkes durfte 
der Verfasser gleichwohl, wollte er sein Unternehmen weiter- 
führen, nicht scheuen, auch dürfte neben demselben ein Buch, 
wie er es hier veröffentlicht, nicht überflüssig sein. Er gehört 
nicht zu Denen, welchen es vergönnt war, die Kronecker- 
schen Vorlesungen zu hören; nur eine ältere, skizzirende 
Nachschrift derselben, welche eben nur bis zu den Anfängen 
der Theorie der quadratischen Formen reicht (von Herrn 
Vietor Mertens in Cöln), ist ihm bekannt geworden. Das 
vorliegende Werk ist, unabhängig von ihnen, unmittelbar aus 
dem Studium der gedruckten Originalarbeiten sei es von 
Kronecker, sei es von andern Forschern entstanden und 
nach ihnen gearbeitet worden; in der sichern Erwartung der 
— nun bevorstehenden — Herausgabe der Kronecker’schen 
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Vorlesungen hat der Verfasser nichts weiter jener Nachschrift 
entnommen, als einige unwesentlichere Punkte: die Begründung 
der Formel (42) auf Seite 32, die Formulirung des Satzes 
in Nr. 4 des 3. Abschnittes, ferner, von ihrer Herleitung ab- 
gesehen, die Integralformel (60) auf Seite 174, sowie die Ent- 
wicklung auf Seite 335, welche zur Formel (51) das. führt. - 
Gegenüber den Vorlesungen, welche vorzüglich den Stempel 
Kronecker’scher Forschung tragen, war es die Absicht des 
Verfassers bei der Ausarbeitung seines Werkes, getreu dem 
in der Vorrede zu den Elementen der Zahlentheorie ent- 
wickelten Plane, von der analytischen Zahlentheorie in so 
engem Anschlusse, als es eine innerlich zusammenhängende 
Darstellung des Ganzen nur gestattet, an die Arbeiten der 
verschiedensten Forscher, welche sie ausgebildet, ein lebens- 
volles Bild zu entwerfen, das nicht nur von ihrem Wesen, 
ihren Aufgaben, Methoden und Ergebnissen, sondern insbe- 
sondere auch von ihrer Entwicklung eine deutliche Ansicht 
wie Einsicht gewährt. 

Das Werk beschränkt sich aber hierbei auf Fragen der 
reellen Zahlentheorie, welche die hauptsächlichsten zahlentheo- 
retischen Funktionen oder die Theorie der binären quadra- 
tischen Formen betreffen, weil die entsprechenden Fragen der 
höheren Gebiete, soweit ihre Erörterung erforderlich ist oder 
noch ein wesentliches Interesse darbietet, erst bei der Dar- 
stellung dieser letztern die geeignete Stelle finden. Es schliesst 
auch alle Anwendungen der Theorie der elliptischen Funktionen 
auf Zahlentheorie, denen ein besonderes Werk gewidmet wer- 
den soll, vollständig aus. Neben den Anwendungen der Ana- 
lysis auf arithmetische Fragen, welche Dirichlet gelehrt hat, 
steht eine andere Verknüpfung der Zahlentheorie mit analy- 
tischen Gesichtspunkten, die man Hermite verdankt; sie 
charakterisirt sich weniger als eine Anwendung der Analysis 
auf höhere Arithmetik, als vielmehr als eine Einführung 
des Stetigen selbst in die letztere, und könnte vielleicht 
nicht uneben als zahlentheoretische Analysis benannt 
werden. Auch sie findet passender an einer andern Stelle 
unsers Unternehmens ihren Platz und ihre volle Würdigung; 
in diesem Werke müssen wir gänzlich von ihr Abstand nehmen. 
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Nach einem ersten, einleitenden Abschnitte, welcher 
einige allgemeine Sätze über Reihen und Produkte in Erinne- 
rung und sogleich jene fundamentale Euler’sche Gleichung 
bringt, giebt ein besonderer Abschnitt Rechenschaft von den 
Untersuchungen von Euler, Jacobi u. A. über die Zerfällung 
der Zahlen in Summanden. Hieran schliesst sich ein dritter 
Abschnitt, welcher die für alles Folgende grundlegenden Sätze 
über die Dirichlet’schen Reihen, inbesondere jenen Satz über 
den Grenzwerth einer Reihe entwickelt, welcher als eine 
der wesentlichsten Stützen seiner analytischen Methoden an- 
zusehen ist. | 

Als eine erste Anwendung dieser Methoden bringt der 
vierte Abschnitt den berühmten Satz von der arithmetischen 
Progression. Hierauf wird im 5. bis 10. Abschnitte alles, 
was bezüglich der Theorie der quadratischen Formen aus 
analytischen Grundsätzen gewonnen worden ist, im Zusammen- 
hange entwickelt, indem die betreffenden Untersuchungen von 
Dirichlet, Gauss, Kronecker u. A., insbesondere über die 
Classenanzahl, zu einem einheitlichen Ganzen verarbeitet wer- 
den. Der Abschnitt 7 verbreitet sich über die Gaussischen 
Summen und ihre verschiedenen Bestimmungsweisen. Der 
9. Abschnitt bestimmt die Anzahl der Geschlechter quadra- 
tischer Formen und beweist auf Kronecker’schem Wege den 
berühmten Gaussischen Satz von der Duplikation der Ulassen; 
der 10. Abschnitt ist dem Beweise des Dirichlet’schen Satzes 
über die Darstellung von Primzahlen durch quadratische Formen 
in engem Anschlusse an die Arbeiten von H. Weber und 
A. Meyer gewidmet. 

Mit dem 11. Abschnitte geht das Werk über zur 
Betrachtung der zahlentheoretischen Funktionen, ihres Zu- 
sammenhanges unter sich und mit der analytischen Funktion 


&(s) - > er und der analytischen Natur der letztern, welche 
RW 


der Riemann’schen Untersuchung über die Häufigkeit der 
Primzahlen zu Grunde liegt und von Hurwitz und Lipschitz 
unter wesentlich allgemeinerem Gesichtspunkt gefasst worden ist. 


Der folgende Abschnitt erörtert dann den Begriff der 
asymptotischen Gesetze und betrachtet als eine hervorragende 
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Anwendung desselben die Gesetze, welche Legendre, Tsche- 
bischeff, Riemann, Mertens u. A. in Bezug auf die Häufig- 
keit der Primzahlen, sei es im allgemeinen, sei es derjenigen 
von bestimmter Qualität, in der Reihe der natürlichen Zahlen 
entdeckt haben. 

Und ein letzter Abschnitt stellt die hauptsächlichsten 
Untersuchungen über die mittleren Werthe zahlentheoretischer 
Funktionen, wie sie seit Dirichlet’s epochemachenden Ar- 
beiten von zahlreichen Forschern angestellt worden sind, nach 
den verschiedenen dabei verwendeten Methoden fortschreitend, 
in ihrem Verhältnisse zu einander dar, und führt dabei schliess- 
lich auf die gemeinsame Grundlage des gesammten Gebietes 
der analytischen Zahlentheorie, auf die im 3. Abschnitte be- 
handelten Dirichlet’schen Reihen wieder zurück. 

Durch zahlreiche Hinweise auf die Originalarbeiten haben 
wir den Leser in den Stand gesetzt, über die Quellen des 
Werkes und sein Verhältniss zu ihnen sich näher zu unter- 
richten oder bei ihnen weitere Belehrung zu suchen. Wir 
weisen ausdrücklich hier noch auf die grössere Arbeit von 
Öesaro im 10. Bd. der 2. serie der Mem. de la Soc. Royale 
des Sciences de Liege sowie auf die Arbeiten von Gegen- 
bauer in den Sitzungsberichten der Wiener Academie Jahrg. 
s9—93 und in den Denkschriften derselben Bd. 49 hin, welche 
reich an Einzelheiten — auch an Formeln — sind, da wir 
bei ihrer ungesichteten Natur wenig Gebrauch von ihnen haben 
machen können. 


Weimar, den 28. November 1893. 
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Erster Abschnitt. 


Allgemeines über unendliche Reihen und Produkte. 


1. Die Anwendungen, welche wir im Folgenden von der 
Analysis auf zahlentheoretische Aufgaben zu machen gedenken, 
beruhen wesentlich auf der Betrachtung gewisser unendlicher 
Reihen und Produkte. Um eine sichere Grundlage für unsere 
Untersuchungen zu gewinnen, werden wir hier zunächst an 
einige fundamentale Begriffe und Sätze erinnern, welche für 
solche unendliche Ausdrücke gelten. 

Unter der Summe einer unendlichen Reihe 


(1) 1 Da ul u u Da 
kann füglich nur der Grenzwerth verstanden werden, 
welchen die Summe ihrer ersten » Glieder: 


(2) | Sn 7 005 7 Do me 

bei unendlich wachsendem » convergirt; je nachdem ein solcher 
Grenzwerth vorhanden ist oder nicht, heisst die Reihe (1) 
convergent oder divergent und im erstern Falle lim. $, ihr 


Werth. Zur Convergenz der Reihe ist hiernach zu- 
gleich nothwendig und hinreichend, dass der Unter- 
schied 


een 


eo 
eig >) 


SE a} Sn 
del 
nt 4 &n+2 t °°°t &utm 
für jedes m beliebig klein bleibt, sobald n grösser ist 
als eine von m unabhängige hinreichend grosse Zahl v. 
Demnach convergirt z. B. die geometrische Reihe 


Itatatete, 
solange der Absolutwerth von x kleiner ist als 1. 


Bachmann, Analytische Zablentheorie, 1 
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Sind alle Glieder der Reihe (1) positiv, so genügt 
es zu ihrer Öonvergenz, wenn 8, bei unendlich wach- 
sendem n einen endlichen Werth A nicht überschreitet; 
denn die Werthe 

S, S,, N Sy, 


bilden alsdann eine Reihe stets wachsender Werthe, welche 
doch kleiner bleiben als A, und haben also einem bekannten 
Fundamentalsatze zufolge einen Grenzwerth. 

Hiernach überzeugt man sich sogleich von der 
Convergenz der unendlichen Reihe 


(8) a 





für den Fall, dass s>1 ist. Fasst man nämlich von den 
Gliedern der Reihe successive 1,2,4,8,... Glieder zusammen, 
wie folgt: 

1 1 
ln 


4 
B Ss 


15° 








uns 7B ie en; Ye 


so sind die einzelnen Theile der Reihe resp. kleiner als 


Rn NEN RA, 
ri ae a a 


und folglich ist die vorstehende Reihe, wie weit man sie auch 
fortsetze, kleiner als die gleichweit fortgesetzte geometrische 


Reihe 
a 


1.2 13 
Heer) Be 

welche für s> 1 einen endlichen Werth bezeichnet. 
Dieselbe Reihe (5) aber divergirt, sobald s<1 

ist. Denn, fasst man jetzt ihre Glieder folgendermassen zu- 

sammen: 

1 1 1 1 1 1 1 

ES rn 

tler 

so sind die eingeklammerten Theile der Reihe resp. grösser als 


2 ud en EN al a ER ee 


Hui? 2 a 


u.s.f. und folglich ist die Reihe selbst grösser als diese: 
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dr = en a ren! 
welche für s<1 offenbar diversirt. 


2. Eine Reihe mit lauter positiven Gliedern, 
welche convergirt, convergirt immer unbedingt, d.h. 
unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder. Sei 


DH BB ur: 
eine solche Reihe und 
Ser ta ty tut 
diejenige Reihe, welche durch eine bestimmte anderweitige 
Anordnung der Glieder aus jener entsteht, so können nur 
zwei verschiedene Fälle stattfinden: 

Entweder wird jedes Glied der Reihe $ nur um eine 
endliche Anzahl von Stellen verschoben. In diesem Falle wird 
man in 8’ offenbar immer soweit fortgehen können, dass sich 
unter ihren m ersten Gliedern die sämmtlichen ersten n Glieder 
der ursprünglichen Reihe vorfinden. Man wird demnach dann 
haben 
(4a) Sm — In On, 
wo 6,„ eine Summe aus einer Anzahl solcher Glieder der 
Reihe S bedeutet, die auf das n‘® Glied folgen. Wegen der 
vorausgesetzten Uonvergenz der Reihe S wird aber.o, mit be- 
liebig wachsendem n sich der Null nähern, und da hierbei zu- 
gleich auch m über jede Grenze hinaus wächst, so ergiebt sich 

lım. $5, = lim. S, = 8 
d.h. die anders geordnete Reihe ist nicht nur convergent 
sondern ihr Werth ist auch derselbe wie der der ursprünglichen. 

Oder aber die Reihe 5 wird in zwei oder mehrere con- 
vergente Reihen 


ni IE rl 


zerlegt, wie z. B., wenn die Reihe (3) folgendermassen ge- 
ordnet wird: 


+++ 
Hot+.r 
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In diesem Falle erhält man für hinreichend grosse Zahlen 
MINEN 


(4b) Gi I 1ER + Ta + Sc -) er Sn — 
und folglich, wenn » und zugleich mit ihm auch jene Zahlen 
unendlich wachsen, 


T+T+T+..=3. 

Die convergenten Reihen dagegen, deren Glieder 
verschiedene Vorzeichen haben, zerfallen in zwei 
wesentlich verschiedene Arten, je nachdem sie, wenn 
alle ihre Glieder absolut genommen werden, convergent bleiben 
oder nicht. Bei jenen werden die beiden unendlichen Reihen, 
welche aus den positiven resp. aus den negativen Gliedern 
der gegebenen -Reihe gebildet sind, jede für sich convergiren. 
Die Convergenz dieser Reihen der ersten Art ist in- 
folge dessen unbedingt. Denn für eine solche Reihe 8 
wird — den beiden möglichen Fällen der neuen Anordnung 
entsprechend — der Ausdruck (4a) resp. (4b) mit wachsendem 
m nach der Voraussetzung beliebig klein, sobald die Glieder 
der Reihe, welche im Unterschiede verbleiben, absolut, a fortiori 
also, wenn sie mit ihren Vorzeichen genommen werden. — 
Bei den Reihen der zweiten Art aber convergiren die aus 
ihren positiven resp. aus ihren negativen Gliedern gebildeten 
beiden Reihen nicht für sich. Daher wird ihre Convergenz 
nur dadurch zu Stande kommen, dass ihre Glieder zum Theil 
sich aufheben. Da durch eine andere Anordnung der letztern 
dieses gegenseitige Zerstören beeinflusst wird, kann so die 
Summe der Reihe verändert werden oder sogar ihre Conver- 
genz aufhören. Die Convergenz der Reihen der zweiten 
Art ist also nicht unbedingt. 

Sind in einer unendlichen Reihe (1) die Glieder complexe 
Grössen 

&n = 01 (608 9, + i sin Q,), 
so ist die Convergenz der Reihe S gleichbedeutend mit der 
gleichzeitigen Öonvergenz der beiden Reihen 


R’ = 9, 008 9, + @ 608 9y+ 9,0089, + 
N=osn9,+09,sn9,+9,sng-t:' 


- 


Allgemeines über unendliche Reihen und Produkte. D 


und, falls diese stattfindet, wird $= R’+ Ri. Convergirt 
die Reihe der Moduln: 


I 010..0 v; 
so ıst offenbar auch die Reihe $S unbedingt convergent. 
It zz. B s=o-+ri, so ist 


1 


1 ? 1 
ang und 7’ mode 


1 
m? 7) n° mw 


=X 


Demnach ist BD die Reihe der Moduln für die Reihe (3), 
n—=1’ 


und folglich convergirt letztere Reihe unbedingt, falls 6 > 1 
ist. Daraus ziehen wir den für die Folge sehr bedeutsamen 
Schluss: 

Durch die Formel 
(6) = 2, 
wird für alle s, deren reeller Bestandtheil grösser 
als 1 ist, eine bestimmte endliche Funktion £(s) von s 
definirt. 

3. Hieran schliessen wir einen Satz, von welchem wir 
vielfache Anwendung zu machen haben werden. 


Seien 
R u 
(6) S-aitstntut-: 


zwei aus beliebigen Werthen &;, x; bestehende Reihen, deren 


Modulreihen 

(7) a 
0 03 0610er 

convergent sind. Multiplicirt man letztere Reihen in einander, 

so entsteht ein Ausdruck 

(8) P= Dei, 

nämlich die Summe aller möglichen Produkte 0,0, in irgend 

welcher Reihenfolge. Denken wir uns zunächst diese Pro- 

dukte in solcher Reihenfolge, dass, wie gross auch m gedacht 

werde, für ein hinreichend grosses u die Summe P, der ersten 

u Glieder alle diejenigen Produkte umfasst, welche bei der 

Entwicklung des Produktes 
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Ba Bn= (+++ 40m) +2 ++ tom) 
entstehen, sodass der Unterschied 

Pu — Bun Bm 
nur aus solchen Produkten 90,0, besteht, bei denen wenigstens 


einer der Indices i, k grösser als m ist. Die Gesammtheit 
aller möglichen Produkte dieser Art ist sicher kleiner als 


RB (0n+1 + Omt+2+°°)+ Rlon+ıt Om+2+ °°') 
d.h. nach der vorausgesetzten Convergenz der beiden Reihen (7) 
für ein hinreichend grosses m beliebig klein. Man findet 
demnach 
Im, P, = im. An In == her 


u—o m= 
d.h. P ist bei der gedachten und daher auch bei jeder andern 
Anordnung der Glieder convergent und hat das Produkt der 
beiden Reihen R, R’ zum Werthe. 

In gleicher Weise aber liefert die Multiplikation der 
Reihen (6) eine Reihe 


(9) P= Dxaı, 


deren einzelne Glieder die Glieder der Reihe P zu Moduln 
haben. Demnach ist auch diese Reihe unbedingt convergent; 
und da in der Differenz 


Ten Ice Im Ss 


genau diejenigen Glieder x;x; verbleiben, aus deren Moduln 
der Nest 
Pu — RuRn 

besteht, so ist 

mod. (Pu — Sun) < Pu — BmRm 
d. h. für ein hinreichend grosses m und u beliebig klein. 
Also: Convergiren für die beiden Reihen (6) die Modul- 
reihen, so ist die durch ihre Multiplikation hervor- 
sehende Reihe (9) unbedingt convergent und sie hat 
das Produkt 8. $’ zum Werthe. 


4. Betrachten wir nunmehr ein Produkt 
(10) /=-1+2)1+)1+%) 


von unendlich viel Faktoren. Unter dem Werthe eines solchen 
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kann füglich nur der Grenzwerth verstanden werden, gegen 
welchen das Produkt P, seiner ersten n Faktoren: 


R-lWJ)Ata) (+) 
bei unendlich wachsendem » convergirt. Nur, wenn ein solcher 
_ vorhanden ist, stellt P einen Werth dar: P= lim. P,, und 


das Produkt heisst dann convergent. Hierzu ıst aber noth- 
wendig und hinreichend, dass der Quotient 


er (Ita) + E42) (+ And) 


für alle n, welche grösser sind als eine von m unab- 
hängige hinreichend grosse Zahl v, welches auch m 
sei, beliebig nahezu 1 wird. Daraus folgt sogleich als 
eine nothwendige, keineswegs aber schon ausreichende Be- 
dingung für die Convergenz des Produktes, dass x, mit un- 
endlich wachsendem Index unendlich klein werden muss. 

Indem wir hier die Grössen &,, &%, &,,... der Allgemein- 
heit wegen-complex voraussetzen, bezeichnen wir wieder ihre 
Moduln mit @,, 0, @,,... resp. und betrachten, entsprechend 
dem Produkte P, das aus ihnen gebildete Produkt 


(11) P-l+ )A+@)U+9):-- 


Zur Convergenz desselben ist nothwendig und hin- 
reichend, dass die Reihe der Moduln 


(1 a si a il 2 Em ah 


convergirt. Die Nothwendigkeit leuchtet von selbst ein, da 
diese Reihe kleiner ist als das Produkt. Um aber zu zeigen, 
dass die Convergenz der Reihe auch die des Produktes nach 
sich zieht, bemerken wir die für jeden Index n bestehende 
Ungleichheit 


(12) Me lo: 
aus ihr findet sich auch die folgende: 


pP 
n-+ +e ts tem, 
1 pe = err+1 n-+2 On+ 


convergirt nun die Reihe der Moduln, so nähert sich der Ex- 
ponent von e mit unendlich wachsendem » unabhängig von m 
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P 
der Null, die Potenz von e also und damit auch 79 der 


P 
Grenze 1, d. h. das Produkt P convergirt. g 


Wenn aber diese Convergenz stattfindet, so con- 
vergirt auch das Produkt P und zwar unabhängig von 
der Anordnung seiner Faktoren. Es ist nämlich 


E Mm 
= 1-(l+9H)(l 4 943): (1 + 94m) — 1 


und 


mE I ER 


” 


und die Glieder, welche in der ersteren Differenz verbleiben, 
sind die Moduln der entsprechenden Glieder der letzteren; 
daher ist der Modulus des zweiten Ausdrucks nicht grösser 
als der erste, und wird demnach mit diesem zugleich unendlich 
klein. Aus der Convergenz von P folgt also zugleich auch 
diejenige von P. Dass aber diese Öonvergenz auch unabhängig 
ist von der Anordnung der Faktoren, beweist man mit Hilfe 
der Ungleichheiten (12) auf ganz analoge Weise, wie es in 
Nr. 2 für Reihen gezeigt worden ist. 

5. Aus dem im Vorigen Gesagten ist nun ersichtlich, 
dass eine Gleichheit zwischen unendlichen Reihen und Pro- 
dukten oder unter einander jedenfalls nur dann einen Sinn 
hat, wenn die beiden unendlichen Ausdrücke gegen denselben 
Grenzwerth convergiren. Sie hat aber auch dann erst einen 
bestimmten Sinn, wenn diese Convergenz eine unbedingte 
ist, oder wenn andernfalls die Ordnung der Glieder resp. der 
Faktoren, aus denen die Ausdrücke bestehen, bestimmt an- 
gegeben wird. 

Um ein für die Folge er wichtiges Beispiel zu 
betrachten, sei f(n) eine reelle oder complexe Funktion der 
ganzen Zahl n, von der Beschaffenheit, dass 


(13) ()=1 


und, so oft n, n’ relativ prim sind, 
(14) fin) fa) = Finn‘) 


ist; ferner seien 9, Qe, 93; ... die sämmtlichen Primzahlen. 
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Setzen wir alsdann voraus, dass für die unendliche 


Reihe 
1) S=-DIW-FWHFYHLE)H-- 


die Reihe der Moduln convergent sei, so ist die Reihe 
gleich dem Produkte 


(16) P=-] [ı +r@+r@)+--): 


Um dies zu beweisen, bemerken wir zuerst, dass wegen 
der Convergenz der Reihe S5 sich eine so grosse positive ganze 
Zahl v angeben lässt, dass der Modulus der Summe von be- 
liebigen Gliedern, welche auf das Glied f(v) folgen, beliebig 
klein bleibt. Ferner bemerken wir, dass die Reihe 


1-+ mod. f(g) + mod. fa) +: 


als ein Theil der ganzen Modulnreihe gewiss convergirt, und 
somit auch die Reihe, welche den allgemeinen Faktor von P 
bildet, unbedingt convergent ist; dasselbe gilt also auch vom 
entwickelten Produkte P,, der ersten m Faktoren: 


Pn = (1+ fa)-+ fa?) +) 
IH) +) +) 
(HF) HF) +). 

Jede positive ganze Zahl » nun, welche aus keinen andern 


Primfaktoren, als welche in der Reihe q,, 9, --- Qm Sich 
finden, zusammengesetzt ist, hat die Form 
N = gi: g32 er Gm, 

und alle solche Zahlen werden aus dieser Formel gefunden, 
wenn die Exponenten h; die sämmtlichen Zahlen 0,1,2,3,... 
durchlaufen. Mit Rücksicht immer auf die Bedingungsglei- 
chung (14) erkennt man daher, dass das entwickelte Produkt 
P,. gleich der Summe sämmtlicher Werthe f(n) ist, bei denen 
n nur aus Primfaktoren der Reihe q,, 9, --- 9m zusammen- 
gesetzt ist. Wie nun die Faktoren des unendlichen Produktes 
P auch geordnet sein mögen, man wird doch m so gross und 
die Multiplikation soweit fortgesetzt denken können, dass 
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unter den Primzahlen q9,, 03, --- 9m sich alle diejenigen be- 
finden, welche kleiner sind als v, und folglich unter den 
Gliedern des entwickelten Produktes P, alle Werthe f(n), 
bei denen n <v, zudem aber auch noch eine Menge anderer, 
bei welchen n > v ist, deren Summe also, nach der von uns 
getroffenen Wahl der ganzen Zahl v, beliebig klein ausfällt. 
Man kann daher dann setzen 
TERN = D + €, 
wo & beliebig klein; es ist mit andern Worten 
lm > ihn 29, 


MD v=@ 


d.h. P=5, und somit ist die Gleichung 


an  Lu+r@+r@&-+--)=-Dr@) 


q 
erwiesen. 


Für den Fall, dass die Bedingungsgleichung (14) 
auch für nicht relativ prime n, n’ erfüllt ist, findet sich 


(14a) r@)=ra, 

der allgemeine Faktor des Produktes ist also dann mit 
UTIIDEEN 

d. h., weil er convergent ist, was nur sein kann, wenn 

mod. f(g)<1 ist, mit Pen identisch. Die Gleichung (17) 


nimmt daher unter dieser Voraussetzung folgende 
Gestalt an: 


(18) U = Ir@). 


Aus dieser Formel fliesst noch eine zweite, die wir be- 
achten müssen, wenn wir von ihren beiden Seiten den :Loga- 
rithmus nehmen. So folgt zunächst 


2, log — rg” — lo sro). 
Naht ıst aber, as mod. f(q) : 1Eist; 
lg 17 FW + sta + sw 


die vorige Gleichung nimmt daher mit Rücksicht auf (14a) 
die Gestalt an: 
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SW +3 ++) lo Dr. 


Man sieht aber leicht ein, dass die Reihe unter dem Summen- 
zeichen zur Linken unbedingt convergirt,. da sie nur aus 
Theilen der Reihe $ zusammengesetzt ist und dass man die 
ganze linke Seite auch ersetzen kann durch die folgende Reihe: 


BD Era) 


Und somit erhält man die neue Gleichung: 


(19) Drd+ => 7d+-D>r@)+:- = le D> rn), 


in welcher links über alle Primzahlen g, rechts über alle posi- 
tiven ganzen Zahlen » summirt werden muss. 


Wählt man z. B. die Funktion 
1 
frn)= I 
NR 
so ist die Bedingung (13) und für jedes Paar n, »’ die Be- 


dingung (14) erfüllt; nach Nr. 2 ist aber auch die dieser Wahl 
entsprechende Reihe S, nämlich 


1 
Ka N 
N n 


unbedingt convergent, sobald der reelle Bestandtheil von s 
grösser als 1 vorausgesetzt wird. Dann bestehen also die 


Gleichungen: 
1 We. > : 
we th, 
q 
und 


o “ 
a Itrlatdnt ld 


& 

welche schon von u. im 15. Capitel des 1. Bandes seiner 
introductio in analysin infinitorum, welches den Titel führt: 
de seriebus ex evolutione factorum ortis, gegeben worden sind. 

Legen wir nun der Funktion f(n) ausser den durch die 
Gleichungen (13) und (14) resp. (14a) ausgedrückten Eigen- 
schaften die fernere Eigenschaft bei, zu verschwinden, so oft 
n durch gewisse Primzahlen theilbar ist, so leuchtet sofort 
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ein, dass die Gleichungen (17), (18), (19) auch giltig bleiben, 
wenn in ihnen q nur alle diejenigen Primzahlen durchläuft, 
die von den gegebenen verschieden, » aber nur alle diejenigen 
positiven ganzen Zahlen, welche durch die gegebenen Prim- 
zahlen nicht theilbar sind. 

Sei z. B. D eine beliebige ganze Zahl und 9,, Pa, +» -- Dr 
die verschiedenen ungeraden Primzahlen, welche in ihr auf- 


gehen. Das Jacobi’sche Symbol ee welches, so oft 2D 


und n relativ prim sind, stets einen der Werthe 4 1 bedeutet, 
wollen wir dahin verallgemeinern, dass wir im entgegengesetzten 


Falle unter (> die Null verstehen. Indem wir dann 
D 1 


wählen, erfüllt offenbar die Funktion die Bedingungen (13), 
(14) und (14a), verschwindet aber zudem, so oft n» durch eine 
der Primzahlen 2, 9,, Ps, --- 2x theilbar ist. Wird endlich 
der reelle Bestandtheil 6 von s grösser als 1 vorausgesetzt, 
so erfüllt auch die Reihe 


5 2 (5) = 


die Voraussetzung, unbedingt convergent zu sein, da ihre 


Modulnreihe nur ein Bestandtheil der Reihe N == ıst. Hier- 
W 


nu 


nach findet man sofort: 


1 D\1 
a UMep) tm. 
RG: 
eine Gleichung, in welcher man die Multiplikation nur über 
alle nicht in 2D aufgehende Primzahlen q, die Summation 
nur über alle positiven und zu 2D relativ primen Zahlen n 


zu erstrecken braucht. 


Zweiter Abschnitt. 


Die Zerfällung der Zahlen in Summanden. 


1. Euler, der zuerst auf die Formeln (20) und (21) des 
vorigen Abschnittes aufmerksam gemacht hat, ist auch als der 
Erste zu bezeichnen, der die Analysis zur Herleitung zahlen- 
theoretischer Sätze in Anwendung gebracht hat“). 

Der Keim dieser Anwendung ist in der Entwicklung eines 
endlichen Produktes 


Herz FTRdLHN:  (l-+ m) 
nach den Potenzen von 2 zu erblieken. Aus den ersten Grund- 
sätzen der Multiplikation ergiebt sich diese in der Gestalt 


(2) ar X? un X,’ tr uk And” Ser Xn2", 

worin allgemein der Coefficient X, gleich der Summe aller 
aus je m der Grössen 

(3) De ale, 

gebildeten Produkte ist, deren es so viele giebt, als diese 
n Grössen zu je m combinirt werden können, nämlich 


na nn —- NY) —- 2). mM—n +1) 
(4) 2 1-2:-3..-m 





Werden nun die Grössen (3) sämmtlich gleich 1 vorausgesetzt, 
so verwandelt sich die Summe X, jener Produkte in ihre 
Anzahl O/, und die obige Entwicklung in die folgende 
Gleichung: 





*) S. Introductio in Analysin infinitorum, t. I cap. 16 de partitione 
numerorum, oder besser noch die gleich benannte Abhandlung in Nov. 
Comment. Petrop. III, 1750—51 p. 125, abgedruckt in Comment. Arith- 
methicae collectae t. Ip. 73, 
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A1+V=-1+ 0: + GEF + + Ger +4 Oner 
d. h. in den binomischen Lehrsatz. Man erschliesst hier 
also unmittelbar aus dem Wesen der ausgeführten 
analytischen Operation den rein arıthmetischen Satz, 
dass der sogenannte Binomialcoefficient CO, eine ganze 
Zahl ist. Setzt man m’ statt n — m, also m + m’ statt n, 
so kann man diesem Üoefficienten die Form geben: 


(m’ + 1) (m’ + 2) - » » (m’ + m) 
. 2 ER i 





oder auch diese: 
1-2:3...(m-+ m) 
1 a RS 





Beide Quotienten sind also ganzen Zahlen gleich; insbeson- 
dere lehrt die erstere Form, dass das Produkt von 
m aufeinanderfolgenden Zahlen stets durch das Pro- 
dukt der ersten m Zahlen theilbar ist, während aus der 
zweiten Form offenbar der allgemeinere Satz gefolgert werden 
kann, dass auch der Quotient 


1:2:3:-- mm’ m’ +:--) 


1: IE MELDE TI Or a 





in welchem m, m’, m”... beliebig viel positive ganze Zahlen 
sind, der Polynomialcoefficient, einer ganzen Zahl gleich ist. 

Die Bedeutung des Entwicklungscoefficienten X, bleibt 
immer die gleiche, wie gross auch die Zahl n gedacht werde. 
Folgt daraus nun auch für das unendliche Produkt die 
entsprechende Gleichung: 


A+S)i+tS)A+ ne -1+ DL men? 


ml 
2. Bei der Beantwortung dieser Frage setzen wir der 
Allgemeinheit wegen z und die Grössen x; als complex voraus 


und 
mod.z=r, mod. &; = 0;. 


Wir wollen annehmen, das unendliche Produkt 
(8) I+o)i+eo)1+o): 
oder auch (Nr. 4 v. A.) die Reihe 
(6) a a 
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sei convergent. Dann ist auch 
Trretrag re: 

und wieder nach jener Nr. auch das unendliche Produkt 
(7) P=(l+ ro )i+rea)(I-+re):-- 
und gleichfalls das unendliche Produkt 
(8) P=-(1+2:)1+59)(1+22)--- 
convergent; das Produkt stellt also dann für jeden endlichen 
Werth von z einen bestimmten endlichen Werth vor, d. h. es 
ist eine eindeutige und endliche Funktion von 2: 
(9) IHR 
Wir wollen uns überzeugen, dass diese Funktion auch eine 
bestimmte endliche Ableitung besitzt. Betrachten wir zu diesem 
Zwecke zuerst nur das Produkt der ersten m Faktoren von ? 
und nehmen von diesem Produkte J,„ seine Ableitung, so er- 
giebt sich 

1 Am 


Ey 2 dz ar Sm 
wo 











x 
SE an uagrere + 7 


gesetzt ist. Auch beschränken wir uns vorläufig auf solche 
Werthe von z, deren Modulus » kleiner ist, als eine nach 
Belieben gewählte Grösse R. Bei unendlichem Wachsen von 
m geht nun S,„ in eine unendliche Reihe 


S=- 








Te Ts 
ur ARE rg 
über, von der man sich leicht überzeugt, dass sie convergirt. 
Aus den Annahmen folgt nämlich sogleich, dass g; = mod. x; 
mit unendlich wachsendem Index gegen Null convergirt, dass 
also, wenn unter & ein beliebiger positiver ächter Bruch ver- 
standen wird, für jedes 2 der angegebenen Art und von einem 
bestimmten Werthe »n des Index : ab 
1—oır>1-oR>1-: 
sein wird. Bildet man daher für $ die a der Moduln 
_ ihrer Glieder und bedenkt, dass 
®; 


bo. Rh 
mod. (1 +22) >1— or, mod. 1-+ 02 SAT dr 
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also von jenem Werthe des Index 7 ab 


B; 


mod. Te 


— 





De 
1-+ x, 
sein wırd, so bleibt die Modulnreihe vom Index m +1 an 


kleiner als die von z unabhängige und wegen der Conver- 
genz der Reihe (6) beliebig kleine Grösse 


1 
0 TR=Z (Om+ı + On-+2 TE ey 


sie ist demnach convergent, und auch die Reihe $ convereirt 
und zwar gleichmässig für alle bezeichneten Werthe 
von 2, und stellt für jeden derselben eine bestimmte endliche 
Funktion von z dar. Setzt man also 


SHE 


so folgt durch Integration zwischen den Grenzen O0 und z 


Isa: — (Sud: + foaz 2 
0 0 0 


Hier verschwindet der Modulus des letzten Integrales, das wir 
zur Abkürzung mit 7 bezeichnen, zugleich mit o; das erste 
Integral zur Rechten aber hat mit Rücksicht auf die Formel (10) 
sowie auf den Umstand, das P„=1 ist für z=0, den 
Werth log P„, und folglich ergiebt sich 


und für m = © 


also 


d. h. die Funktion, welche durch das unendliche Produkt P 
dargestellt wird, hat für alle z, deren Modulus kleiner ist, 
als eine beliebig gewählte Grösse R, d.ı. aber offenbar für 
alle endlichen z, eine bestimmte endliche Ableitung. 
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Aus diesem Verhalten des Produktes P folgt nun nach 
den elementarsten Grundsätzen der Funktionentheorie, dass 
- das Produkt auf eine ganz bestimmte Weise sich nach 
den steigenden positiven Potenzen von 2 entwickeln lässt: 


(11) P=1l+ X: + X? + X ---. 
Die Bestimmtheit dieser Entwicklung auf der einen Seite, 
auf der andern die Art und Weise, wie sie durch wirkliche 
Ausführung des unendlichen Produktes gewonnen wird, lässt 
erkennen, dass dem Entwicklungscoefficienten X, die Bedeu- 
tung zukommt: die Summe aller Produkte aus je m ver- 
schiedenen der Grössen &, %, %,,... Zu sein. 
3. Betrachten wir nun auch den Ausdruck 
PER ER 
P A+e)1+22)(1+22):..-? 
sowie die Beziehung 
1 
% ee 13 1 dp 
KOPEN 





so leuchtet ein, dass zugleich mit P auch 5 eine eindeutige 


endliche Funktion von 2 ist und eine solche Ableitung besitzt 


1 


für alle endlichen 2, ausgenommen diejenigen Werthe = — —, 


für welche P verschwindet. Werden demnach unter x; solch 
Werthe verstanden, deren Moduln kleiner als 1, und beschränkt 
man sich auf solche Werthe von z, deren Moduln nicht grösser 
als 1 sind, so kommen die genannten Ausnahmewerthe von 2 


nicht in Betracht, und wir finden: Unter der Voraussetzung, 
dass mod. Be und mod.2<1 ist, stellt > eine endliche 


Funktion von 2 mit endlicher Ableitung dar und lässt sich 
demnach auf ganz bestimmte Weise in eine nach den positiven 
steigenden Potenzen von 2 fortschreitende Reihe entwickeln. 
Dasselbe gilt aber ersichtlich auch bezüglich des Ausdruckes 
1 
(12) ee 
man erhält demnach diese Entwicklung 


(13) en me 1 Ehe BEL 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 2 
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ın welcher die Coeffieienten eindeutig bestimmte Werthe haben. 

Andererseits ist unter den gemachten Beschränkungen fürz und, 
1 [>] 

——1l+2:+u0f? +22’ -+:-- 


und demnach 


14 Dez l+22: +? +04 --.). 

(14) LI‘ ) 

Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit der vorigen Enntwick- 
lung von Q lässt die Bedeutung erkennen, welche hier dem 
Entwicklungscoefficienten &, zukommt: er ist die Summe 
aller Produkte aus je m gleichen oder verschiedenen 
deriG&rossen 2 7,,70.,00: 

4. Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen verstehen 
wir nun, indem 2 stets einen Werth bedeuten soll, dessen 
Modulus <1 ist, für jedes © unter x; die Potenz x, unter x 
aber einen Werth, dessen Modulus oe <1 ist; da alsdann 
0; = 0° ist, convergirt die Reihe (6) und die vorigen Resultate 
bleiben in Geltung. Man findet daher für das Produkt 


(15) P=(1+2)1+rz)1-+ 82) --- 
die Entwicklung 
(16) Pel+NtXe 1x0, 


in welcher X,, gleich der Summe aller Produkte aus je m ver- 
schiedenen positiven Potenzen von x ist. Fasst man in 
dieser Summe diejenigen Potenzen zusammen, welche gleichen 
Exponenten s haben und schreibt also 


(17) Ne ST I: x ’ 


s=1 
so bedeutet (,„, die Anzahl, wie oft die positive ganze 
Zahl s aus m verschiedenen positiven ganzen Summan- 
den zusammengesetzt oder in solche zerfällt werden 
kann*). 


*) Euler hat jeder Zerfällung einer Zahl in positive Summanden 
den Namen partitio numerorum beigelegt. Es ist hier ein für alle Mal 
zu bemerken, dass bei den betreffenden Sätzen die zerfällte Zahl, inso- 
weit die Natur der Zerfällung es gestattet, immer selbst als eine solche 
Zerfällung mitzurechnen ist. 
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Gleicherweise findet sich für den Ausdruck 
1 


(18) Me DIPS Eee Po 
die Entwicklung 
(19) ltiertsethert, 


in welcher allgemein 


Em == > ga +2 +37; + * 


ist, ausgedehnt über alle nicht negativen Zahlen h,, hs, hz,.:., 
deren Summe gleich m ist. Fasst man hier wieder diejenigen 
Potenzen von x zusammen, welche gleichen Exponenten s 
haben, schreibt also 


7 
(20) Er => T;n, s%, 
sl 


so bedeutet I,„, die Anzahl, wie oft die positive ganze 
Zahl s aus m gleichen oder ‘verschiedenen positiven 
ganzen Summanden zusammengesetzt oder in solche 
zerfällt werden kann; mit andern Worten: I„,s ist die 
Anzahl nicht negativer ganzzahliger Auflösungen der beiden 
Gleichungen 
ht, ti, tt:  =m 
1-, +2: , +3. ht. =s. 

Um diese Zahlen C,„, und I„,, zu ermitteln, bemerken 
wir, dass, wenn xz statt 2 in P gesetzt wird, der erste Faktor 
1-+ xz verloren geht; wird alsdann, um ihn wieder einzu- 
führen, mit 1-+xz multiplicirt und die Entwicklung (16) 
berücksichtigt, so ergiebt sich die Gleichheit 


1+22) 1+Xxr2 +80 #4. )=1+X2+2°+--, 
aus welcher sofort sich die Recursionsformel 
Kaatl m 2r) X 27229 


und daraus die Bestimmung 
RE 
(21) EU 


ee N a) 





herleiten lässt. 
In gleicher Weise verliert @ bei solcher Substitution den 


Faktor 1 — xz im Nenner; stellt man ihn durch Division mit 
92* 
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diesem Faktor wieder her und berücksichtigt dieEntwicklung (19), 
so findet sich die Gleichheit | 
1+520.2+850° +... =-=1—-a))1+52 +52 +.) 
und vermittelst derselben die Recursionsformel 

Emle Rı — aene 
sowie für &,„ der nachstehende Ausdruck: 


„m 


22 Be 3 
2) : 1—-&)(1—2%)..-.(1— a”) 


Betrachten wir nun den Ausdruck 
1 
(23) 1—x)(1 er en 
der als gemeinsamer Faktor beider Ausdrücke (21) und (22) 
auftritt. Nach der über x gemachten Voraussetzung dürfen 
wir ihn gleichsetzen dem Produkte 


1+2 + 0° +...) 
At +etet 








NE a 
unendlicher Reihen, in dessen Entwicklung das allgemeine 
Glied die Gestalt haben wird: 


gt 2 +3; + Mh (für h,; S 0) 
Demnach ist der Ausdruck (23) gleich der Summe 
Dat tat sit hmm 


oder auch, indem darin diejenigen Glieder zusammengefasst 
werden, welche gleichen Exponenten 6 haben, gleich 


(24) De x, 


O0 





wo nun Ym,o=1, für 6>0 aber y„,. die Anzahl‘ bedeutet, 
wie oft die positive ganze Zahl o aus gleichen Mer 
verschiedenen Summanden aus der Reihe 1,2,3,...m 
zusammengesetzt werden kann. 
Mit Rücksicht auf (17) und (21) ergiebt sich hieraus 
Aue 


-Ia ; u, 
sd” = Ym,o * % ’ 
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und mit Rücksicht auf (20) und (22) ebenso 


Ei om > | I n,sX&’ = > ER. es 
$ [0] 


Die Vergleichung der beiden Ausdrücke für X, ergiebt so- 
‘gleich die Beziehung: 


m(m-+-1) 
2 s = YVmo, Wenn, 060=S rn 


$) ’ 


und die Vergleichung der beiden Ausdrücke für &, diese andere: 
Ins =Ymo,; wenn o=s—m ist. 


Das heisst: Eine positive ganze Zahl s kann ebenso oft 


aus m verschiedenen positiven ganzen Summanden 
“ 


: m (m 1 
zusammengesetzt werden, als es die Zahl s — a 


aus gleichen oder verschiedenen Summanden aus der 
Reihe 1, 2, 3,... m werden kann. 

Dagegen kann die Zahl s ebenso oft aus m gleichen 
oder verschiedenen positiven ganzen Summanden zu- 
sammengesetzt werden, als die Zahl s— m aus glei- 
chen oder verschiedenen Summanden aus der Reihe 
1, 2,3,... m gebildet werden kann. 

Und demnach lässt die Zahl s=0o-+ m sich eben- 
so oft aus m gleichen oder verschiedenen Summanden 
zusammensetzen, wie die Zahl 

6 a a 1) Be. er m — 1) 


aus m verschiedenen Summanden. 

Da me =1+2+353-+---+m ist, kann der erste 
dieser Sätze auch folgendermassen ausgesprochen werden: 

Eine positive ganze Zahl s kann ebenso oft in 
m verschiedene ganze Summanden zerfällt werden, 
als sie sich aus den ersten m Zahlen zusammensetzen 
lässt, vorausgesetzt, dass bei jeder solchen Zusammen- 
setzung diese Zahlen mehrfach benutzt werden dürfen, 
jede von ihnen aber auch mindestens einmal benutzt 
wird. 

Es erübrigt nach diesen Sätzen, die Anzahl y„,. zu er- 
mitteln. Setzen wir zu diesem Zwecke in den beiden gleichen 
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“ Ausdrücken (23) und (24) m — 1 für m, so ergiebt sich ohne 
weiteres die Recursionsformel: 


Dan: 20 = (1m). Dymo: 2° 
2 [03 


und aus ihr durch Vergleichung gleicher Potenzen auf beiden 
Seiten die Beziehung 


(25a) Yma = Ym-ı1,0 + Ym,o—m, sobald 6 > m ist, 
während 


(25b) Ya Yan EITAO N 


gefunden wird. Durch die erstere dieser Formeln wird der 
Werth von Yn,o für den Fall, dass 6> m ist, zurückgeführt 
auf denjenigen Fall, wo 6 < m ist, in welchem sich der 
Werth von Y„,0 aus dem von Ym—ı,0 Sofort ergiebt. Da nun 


yı,o der Entwicklungscoefficient des Ausdruckes > also 


gleich 1 ist, kann in solcher Weise allmählich auch y„,. für 
jeden Werth von m berechnet werden“). 

5. Der Formel (25b) zufolge stimmen die Entwicklungen 
des Ausdruckes (23) für wachsende Werthe von m in immer 
mehr anfänglichen Gliedern überein. Besonders interessant ist 
es daher, die Reihe der Entwicklungscoefficienten für m = © 
aufzustellen, der sich die Reihe der y,.,. gewissermassen asymp- 
totisch annähert. Suchen wir daher die Entwicklung des un- 
endlichen Ausdrucks 


1 
(26) ge Be ve 





nach den steigenden Potenzen von x. Sie ist offenbar gleich 


e7) >, 160).@°, 

o=0 
worin I'(0) die Eins, für jedes 6 >0 aber Io) die Anzahl 
bedeutet, wie oft die positive ganze Zahl o in gleiche 
oder verschiedene positive ganze Summanden zerfällt 
werden kann. 





*) 8. zu diesem Gegenstande u. a. auch Faä di Bruno, sur la 
partition des nombres in Borchardt’s Journal für die reine und an- 
gewandte Mathematik Bd. 85 pag. 317. 
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Betrachten wir andrerseits den Nenner 


(28) N=1—-)1—- dA) —2):--; 
man kann demselben offenbar zunächst diese andere Gestalt 
geben: 


N=(1-n„)-eil- nd) - ll —-1—-%) 

— Al —- DAMM) —:-- 
wie sogleich zu sehen ist, wenn man erst die beiden ersten 
Glieder, dann mit ihnen das dritte, dann das vierte u. s. w. 
zusammenfasst. Schreiben wir dafür 


(29) N=1—-r-a-N, 
so bedeutet N, den Ausdruck 
N-(-)tz1-)1-N)+FA-)U-)U-N) +, 
in welchem wir bei den einzelnen Gliedern die Multiplikation 
mit 1 — x ausführen wollen, worauf dann 
N=1-e+:2:1—%) 

—1- + dA — ) 

— PA NA1- A) —- HA A — x‘) 
(29b) N=1-r"—e-N, 
wird, wenn unter N, der Ausdruck 
N,=1-#+21-) 1-2) +1 )A-a)1—rt) +: 
verstanden wird. Setzt man hiernach allgemein 

N- (1-2) +21 - 0/1 at) 
+1 - Ar) Et) +: 

und führt bei den einzelnen Gliedern die Multiplikation mit 
1 — x’ aus, so findet man 


N=-1—-&+ al — ar) 
Rn «(1 Beh, +) au will A et — «i+2) 
— 281 — +) (1 — +2) 43 Zei — et) (1 — +21 — #3) 


d. h. vereinfacht 
N; =1— at 234 (1 al +!) HE ai +31 — et — +2) RM 
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und folglich ; 

(29e) N, = 1 gain 2 yIE2 Na 

eine allgemeine Formel, welche die besonderen (29) und 
(29b) für«=0 und ©=1 in sich enthält und zur beliebig 
weiteren Fortsetzung derselben Rechnung dienen kann. Durch 
allmähliche Substitution in die vorangehenden Gleichungen er- 
hält man schliesslich 

N=1—-:- Pl —- A) +) — ar —E) 


oder mittels des Summenzeichens: 


N = (— 1 (1 a2itl) . 245484 +6), 


i=0 


Nun ist 





et 5 + Br: Men 
und 
70 BR 
a eu Sun)! Gere? 
und während ö die ganzen Zahlen 0, 1,2,... durchläuft, nimmt 
i-+1 die Werthe 1,2,3,... an. Trennt man daher im all- 
gemeinen Gliede der Summe die beiden Theile, welche der 
Differenz entsprechen, so kann man endlich, indem man für 
N seine Bedeutung einführt, folgende sehr interessante 
Gleichung schreiben: 


Ta ee )—=1 De 1. Er -+ A 


ni vl 





oder auch 


(30) II« a) — Se 1); & m 


n=1l Ii=—ın 
Diese, in der zweiten der obengenannten Euler’schen Ab- 
handlungen zunächst nur durch Induction gefundene merk- 
würdige Beziehung ist später von ihm durch die hier darge- 
stellten Betrachtungen auch bewiesen worden*). 





*) Demonstratio theorematis circa ordinem in summis divisorum 
observatum, N. Comment. Petrop. V p. 75 oder Comment. Arithm. coll. 
I p. 324. 


Die Zerfällung der Zahlen in*Summanden. 25 


Denkt man jedoch auf der linken Seite dieser Gleichung 
die Multiplikation wirklich ausgeführt und diejenigen Potenzen 
von x zusammengefasst, welche gleichen Exponenten s haben, 
so wird, da diese Potenzen mit dem Faktor + 1 oder — 1 
behaftet sind, je nachdem s aus einer geraden oder ungeraden 
Anzahl von Summanden entsteht, der Coefficient von #° 
der Unterschied sein zwischen der Anzahl, wie oft 
s aus einer geraden Anzahl verschiedener Summanden, 
und der Anzahl, wie oft s aus einer ungeraden An- 
zahl von verschiedenen Summanden zusammengesetzt 
werden kann. Die Gleichung (30) lehrt also den Satz: 
dass die erstere Anzahl gleich der letzteren ist, so 
oft s keine Pentagonalzahl, d. ı. keine Zahl von der 


Form un ist; dass aber für jede Pentagonalzahl s 


die erstere um eine Einheit grösser oder kleiner ist 


3 ti 


als die letztere, je nachdem in der Formel s= —— 





die Zahl ö gerade oder ungerade, oder je nachdem 
24s +1 gleich dem Quadrate einer Zahl 12% +1 oder 
19% 7 ist. | 

6. Huler hat aus der Gleichung (30) noch eine ändere 
und aus dieser ein eigenthümliches Gesetz hergeleitet, welches 
sich auf die Summe aller Theiler einer Zahl bezieht. Er ge- 
winnt die neue Gleichung, indem er von der vorigen beider- 
seits die Logarithmen nimmt und dann nach « differenzirt. 
Wird zuletzt noch beiderseits mit x multiplicirt, so kommt: 











ao 3j2 ; 
a = 
o a 1) un .g 
1x" De 
Basen, ® 32+i 


Hier lässt sich zunächst das allgemeine Glied de Summe 
auf der linken Seite nach den Potenzen von x” entwickeln, 
womit diese Seite in eine Doppelsumme: 


[0,e) [e'+} . 
uhr > > ’N) BY Die N f 


n—ln—L 
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übergeht, der man aber, indem man alle Potenzen zusammen- 
fasst, deren Exponent denselben Werth nn’ = m hat und be-- 
merkt, dass die verschiedenen Üoefficienten n, welche ihnen 
entsprechen, die verschiedenen Theiler von m sein werden, so- 
fort die Gestalt einer einfachen Summe: 


— >> S(m): 2” 
ml 


geben kann, in welcher S(m) die Summe aller Theiler 
von m bedeutet. Aus der obigen Gleichung erhält man 
dann durch Fortschaffen des Nenners, dessen Summationsbuch- 
staben wir durch % bezeichnen wollen, die folgende: 


32 +R o 


nr Br 
(31) D’sm) gem It en 3 -2Ca 2 


N! 


Wird hier links die Multiplikation ausgeführt, so erhält 
man eine Doppelsumme mit dem allgemeinen Gliede 
(— DE. Sm) ent 
und wenn alle Glieder der letzteren, bei welchen der Exponent 
denselben Werth 





BE 


hat, zusammengefasst werden, die einfache Summe 
o 
D RO 
n=1 


mit der Bestimmung, dass 


So — > (1)e S(n 7 


und die Summe über alle positive und negative % einschliess- 
lich der Null auszudehnen ist, für welche das Argument 

3%? + % ER 
Ne ge posıtıv ıst. 

Die Vergleichung mit der rechten Seite der Gleichung (31) 
liefert den Euler’schen Satz. Wir haben die -Fälle zu unter- 
scheiden, ob n eine Pentagonalzahl ist oder nicht. Im letztern 
Falle entspricht dem Gliede «* zur Linken kein solches zur 
Rechten und demnach ist 
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(32) f By) (— 1)*: Sin = he 


k 
Ist dagegen n eine Pentagonalzahl 





(33) nt, 


so würde 


PIE 1er Sn en) — (— 1)1.n 


k 





oder 
(34) en 10, S(n BL an N) +(—- N.n=0 

- 2 
sein. Würde in diesem Falle die Summation bis k = ausge- 
dehnt, so würde man ein letztes Glied erhalten, bei welchem 
das Argument der Funktion $ nicht mehr positiv, sondern 
Null ist, nämlich (— 1): $(0); kommt man also überein, 
unter dem Zeichen $(0), so oft n die Pentagonalzahl (35) ist, 
diese letztere selbst zu verstehen, so lässt sich die Gleichung 
(34) einfacher so schreiben: 


D-18875) =0, 


k 








worın nun aber die Summation auch noch auf den Werth 
k=i d. h. so weit auszudehnen ist, als das Argument 
3?’ + k 
2 
streckt sie sich aber auch in der Gleichung (32), denn, da 
ım ersteren Falle keins der Argumente Null werden kann, 
ist die Ausdehnung über alle positiven Argumente gleich- 
bedeutend mit derjenigen über alle nicht negativen Argu- 
mente. Auf solche Weise findet sich der folgende Euler- 
sche Satz über die Summe aller Theiler einer Zahl: 
Für jede positive ganze Zahl » ist 


85) Bm = I - Dr [5 5) +5 N), 


‘wo die Summation über alle positiven Werthe von %& 
ausgedehnt werden muss, für welche die Argumente 
der Funktion $ nicht negativ sind, und unter dem 
Zeichen S(0), welches nur vorkommen wird, so oft n 





N — nicht negativ wird. Genau ebenso weit er- 
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eine Pentagonalzahl ist, eben diese Pentagonalzahl 
selbst zu verstehen ist. 

Die Formel (30) gestattet auch, für den Ausdruck 9, 
seine Entwicklung, nämlich die mit I'(o) bezeichneten Zahlen 
zu ermitteln. Man findet ohne weiteres folgende Gleichung: 


= sr+i 


(36) > I(6): 2°. = (yo De 


bei Ausführung der Multiplikation erhält man eine Doppel- 
summe mit dem allgemeinen Gliede 


32 +i 
ke een: 
—N- I). 3, 


und wenn man alle Glieder vereint, deren Exponent den 
gleichen Werth 6 + an = n: hat, geht die Doppelsumme 
über in folgende a 


Nn=—=( 
mit der Bestimmung, dass 


9 = I (- 1%: In 7) 


und die Summation über alle ganzen Zahlen < auszudehnen 


3® ti 
a 





ist, für welche n — nicht negativ wird. Die Glei- 


chung (36) lehrt aber, dass für jeden positiven Werth von n 


diese Summe: 
DIN: Ten rs 


ist, eine Gleichung, aus welcher allmählich alle Üoefficienten 
I'(6) berechnet werden können. Man kann ihr folgende, 
mit (35) analoge Form geben: 


(37) rd 18-1. [rn — 3k? un =) u Pin Bi] = N], 


wo der Umfang der Summation der dort angegebene 
und unter dem Zeichen T0), welches nur vorkommen 
wird, sobald n eine Pentagonalzahl ist, die Eins zu 
verstehen ist. 
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Wird endlich die Gleichung (31) beiderseits mit 


D’ I): = 





o—V 
multiplieirt und dann (36) beachtet, so ergiebt sich die Gleichung 
312 = 5 
DI sn) ar en, an), 
m=1 


aus welcher, wenn ak alle Glieder mit derselben Potenz 
x” zusammengefasst werden, noch folgende Beziehung ge- 
funden wird: 


3 : 3% , 37° 
(38) Sm) = (111. Ilm GE), 


die auf © bezügliche Summe so weit fortgesetzt, bis 
das Argument von I' negativ wird. — Auf diese beiden 
Beziehungen (37) und (38) haben zuerst Zeller und Stern 
aufmerksam gemacht*). 

7. Noch eine andere sehr wichtige Formel, welche 
Euler entdeckt hat, knüpft sich an die Funktion ®.. 
Multiplieirt man ihren reciproken Werth mit dem unendlichen 
Produkte 


(39) B=- lt) 
so findet sich sogleich 
2 = 1- NA) —2%).-- 








und folglich, wenn man setzt 


(40) n=41l-—-s)1-A)1— e)---, 
l=o, d.h. P,— 7 oder 


(41) 1 (+ 2) — Ma’ 


% 








*) Zeller, „Zu Euler’s Recursionsformel für die Divisorensummen“, 
in Acta Math. Bd. 4 p. 415 und Stern „eine Bemerkung über Divisoren- 
summen“ ebendas. Bd. 6 p. 327. S. zu diesem Gegenstande auch eine 
Reihe von Noten, welche Sylvester in den Comptes Rendus der franz, 
Akademie Bd. 96 gegeben hat. 
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wenn links die Multiplikation auf alle positiven, rechts nur 
auf alle. ungeraden positiven ganzen Zahlen erstreckt wird. 
Denken wir uns aber beide Ausdrücke nach den steigenden 
Potenzen von x entwickelt, was nach dem Obigen erlaubt ist, 
sobald der Modulus von x kleiner ist als 1, so wird die Ent- 
wicklung der linken Seite 


2 C(s) "X, 


wo C(0)=1, für jedes positive s aber C(s) die Anzahl be- 
deutet, wie oft die Zahl s aus verschiedenen ganzzahligen 
Summanden zusammengesetzt werden kann; die Entwicklung 
der rechten Seite aber wird | 


D’NG:@, 


s=0 
wo I,(0)=1, für jedes positive s aber I‘,(s) die Anzahl be- 
deutet, wie oft s sich in gleiche oder verschiedene ungerade 
Summanden zerfällen lässt. Die Gleichung (41) führt uns 
zur folgenden: | 
Cs) = Tu) 
und damit zu dem Satze: Jede positive ganze Zahl lässt 
sich ebenso oft aus verschiedenen Summanden über- 
haupt zusammensetzen, als sie aus gleichen oder ver- 
schiedenen aber ungeraden Summanden zusammen- 
gesetzt werden kann. 
Gleichzeitig mit dem Produkte P, convergirt auch das 
folgende, das nur aus einem Theile seiner Faktoren zusammen- 


gesetzt ist: 
[la+ =) 


k=V 


und, wenn es nach den steigenden Potenzen von x entwickelt 


gedacht wird: 
II (1 +.°) — D’Ese, 
s—=0 


k=V0 . 
so wird offenbar K(0) =1 sein, für jedes positive s aber 
K(s) die Anzahl bedeuten, wie oft s als Summe verschiedener 


%® 
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Potenzen von 2 darstellbar ist. Zu ihrer Bestimmung bemerke 
man, dass, wenn x im Produkte durch x? ersetzt wird, sein 
erster Faktor verloren geht; multipliciren wir dann, um ihn 
wiederherzustellen, mit 1+x, so gewinnen wir folgende 
Recursionsformel: 


(Aa): Do 225 u K(s) a, 


s=o 
aus welcher sich sofort die Beziehung 
K@)=K@s+D)=Kfs) 
und vermittelst ihrer die Werthreihe 
KON Kl) 1 
K2)=-KB)=Kl)=1 
Eos Haar wi ul 


allgemein also K (). —.] echt Es gilt also der Satz: Jede 
positive ganze Zahl lässt sich stets und zwar nur auf 
eine einzige Weise aus verschiedenen Potenzen von 
2 durch Addition zusammensetzen. — 

8. Diesen Euler’schen Sätzen schliessen ihrer Natur nach 
andere sich an, welche Jacobi aus ähnlichen Grundsätzen 
hergeleitet hat. Doch bedarf man im allgemeinen dazu der 
Lehre von den elliptischen Funktionen; den Anwendungen 
dieser Lehre auf die Theorie der Zahlen gedenken wir aber 
ein eigenes Werk zu widmen und sehen deshalb in dem gegen- 
wärtigen von allen diesen Jacobi’schen Untersuchungen ab. 
Nur eine derselben kann hier ohne besondere Mittel ange- 
schlossen und wie Jacobi gezeigt hat, die merkwürdige Formel 
der genannten Theorie, welche ihr zu Grunde liegt, sogar 
durch ganz elementare arithmetische Betrachtungen erwiesen 
werden, so dass wir die interessanten zahlentheoretischen 
Folgerungen, welche aus ihr fliessen, nicht übergehen, sondern 
im Anschluss an die Euler’schen Sätze noch mittheilen 
wollen*). 


*) Vgl. Jacobi „elementarer Beweis einer merkwürdigen analyti- 
schen Formel, nebst einigen aus ihr folgenden Zahlensätzen“, Crelle’s 
Journ. f. d.r. u. a. M. Bd. 21 p. 13. 


u 
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Wir knüpfen wieder an an die Formel (30): 
Sri 


Ie-m-Dc- 8 


n=1l 





In seinen fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum 
Ss 66 zeigt Jacobi, wie auch der Cubus dieses unendlichen 
Produktes in eine Reihe entwickelt werden kann, bei welcher 
die Exponenten der Potenzen von x gleichfalls eine arithme- 
tische Progression zweiter Ordnung, nämlich statt der Reihe 


der Pentagonalzahlen a * die Reihe der, Trigonalzahlen 


“+ pilden. Es besteht in der That folgende Gleichung: 








?-+i 


(42) Thazıyı Day. .it1)-n: 


n=l i=UV 
Ohne grosse Mühe können wir zunächst diese 
Formel mit Hilfe der voraufgehenden Resultate her- 
leiten. 
Es ist gezeigt worden, dass das Produkt 


P=-]Jü + a"2) 


n—=1l 
für jeden endlichen Werth von z convergirt und nach den 
steigenden Potenzen von z entwickelt werden kann. Gleicher- 
weise wird auch das Produkt 


1 Ile + x"27}) 


n=1l 
nach den steigenden Potenzen von 27! entwickelbar sein und 
demnach für das Produkt P- P’ eine Gleichung sich ansetzen 
lassen von der Form: 


(43) 11 1+2.9),.1+0)= „Im(a)ang 


—o 
in welcher die Coefficienten gleich hoher positiver und nega- 
tiver Potenzen von 2 offenbar einander gleich, d. i. 


Fm(®) = fm(®) 


sein werden, da das Produkt bei der Vertauschung von 2 mit 
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2! sich nicht ändert. Setzt man aber x2 statt z, so verliert 
das Produkt den Faktor . + zz und gewinnt den Faktor 


a u a Ef Hieraus ergiebt sich für die Entwicklung 
(43) folgende Recursionsformel: 
(1 4 2) \ BHROL, ze (1 - x2) DD nat 


oder, anders geschrieben: 


a) + ma) = In) + Ina) 1er, 


so dass sich die allgemeine Beziehung herausstellt: 


ne) + fm24(&) = (m—1(2) = fm-2(®)) gm -1, 


Da es genügt, positive Werthe von m zu betrachten, benutzen 
wir diese Formel für die Werthe m, m — 1, m — 2, :--2,1. 
Setzen wir dabei zur Abkürzung 


fn(&) r 210%) = 2 (x), 
so findet sich ohne Mühe 


m(m—1) 


Pu He). = at 





und demnach die folgende Formel: 


&_ m(m—1) 


(44) (1 +9. le +ar2) +" )=F,(e) 2° An a 


oder, wenn wir x durch x? ersetzen, 





2 3m(m—1) 


(1-42) [fa -1- LANGER rl) = (8?) Di® Wlan: 


[a2 








Hier bemerkt man leicht, dass die Summe zur Rechten da- 
durch, dass 2 in — x verwandelt wird, in die Form 


3m’—m 


TR TFENN 


d. h. in das Produkt la — x”) übergeht; man findet so 
1 \ . 


“ 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 3 
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die Gleichung 


a9] Ja -ertya re) = HL Ja-en, 


wo nun sogleich einleuchtet, dass links alle Faktoren 1 — x” 
stehen, diejenigen ausgenommen, bei welchen m durch 3 theil- 
bar ist; man findet also 


ao 





[e +) 


LI —e®) 
1 
Ha-e), 


Mit Rücksicht hierauf nimmt die Gleichung (44) folgende 
Gestalt an: 


oder 


F,&«) = 


Ila-»):a+92.]Ja+=9ad+e-2) 
(45) 1 1 


a us zu 
= 2® „gm ‘ 


Indem nunmehr aber nach 2 differenzirt und mit P(z) 
das Produkt (43) bezeichnet wird, ergiebt sich 





m(m—1) 


Ile — {r)- fi +2) NIT )|= -— Im 2 or gm-1 


und endlich für z= — 1 





Ila-- De veme 
1 


oder, wenn wir die beiden Glieder, welche den Werthen 
m? — m 
> 








m=—t und m=i-+.1 entsprechen und für welche 
denselben Exponenten 


+: _ (+ —(d+2 
2 2 





bedeutet, zusammenfassen: 
”-+i 


Ila-.y- Day. .i+l)e?. 
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9. Die elementare Bestätigung dieser Formel, wie 
Jacobi sie gegeben hat, ist folgende: Man setze für die 
linke Seite ihren Werth nach Formel (30), indem man den 
Summationsbuchstaben zur Unterscheidung mit % bezeichnet, 
so wird die zu bestätigende Formel die Gestalt erhalten 


ae we. nn 
(46) (Ze 1Je.x 3 i — Dd(-1-(i + De? . 


i=0 
Durch logarithmische Differenzirung und wenn dann beider- 
seits mit x multiplieirt wird, ergiebt sich aber hieraus 


3k’+k x ' wi 














+ 
D’eyeitye® 


und durch Wegschaffen der Nenner 
SR-+k Ri 


De YrAi + DBBRr+N—R— 0: Tr 0. 


ki 

Da x eine Unbestimmte bezeichnet, darf man hierin auch «° 
statt © setzen, und wenn dann noch mit 4x* multiplieirt wird, 
so wird der Exponent von x die Form 

(47) (6 +1”? +3-2: +1)? 

und die ganze Gleichung die folgende Form erhalten: 


I rr@i NEE + 1 —@i+ 1PJaortar tert 0 
i,k 








Nun fasse man alle Glieder zusammen, welche gleichen Expo- 
nenten s haben, so erstreckt sich die neue Summation über 
alle ganzen Zahlen s, welche als Summe eines Quadrates einer 
positiven oder negativen Zahl 6% +1 und des dreifachen 
Quadrates einer positiven Zahl 27-1 entstehen können. 
Die Gleichung nimmt die Gestalt an: 


(48) >00 — 0 
und lehrt sofort, dass der Entwicklungscoefficient, nämlich die 
Summe 


(49) = D/(- 1iHr@i + DIR + DP- (2 + 12], 


3*+ 
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ausgedehnt über alle positiven oder negativen Zahlen 6% +1 
und alle positiven Zahlen 2i + 1, für welche 


6k +1? +35. il) =s 
ist, verschwindet. 

Diese Folgerung gewannen wir aus der zu bestätigenden 
Gleichung (46); da man aber von der Gleichung (48) aus den 
Rückgang zur Formel (46) ohne weiteres bewerkstelligen 
kann, so wird diese-Formel bestätigt sein, wenn es uns ge- 
lingt, die aus ihr gezogene Folgerung zu erhärten. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die Gleichung 


(6 +1? +3: ii +1 = a +30 


stattfinden wird, sobald man setzt 


RN. 6k+1— 2 327 + 2% ne Dei. 


und unter d, eg, E positive oder negative Einheiten versteht. 
Nun ist 


Besen one 








 d- El + +22), 


Sind 1) k,i a so wird « dann und nur dann 
von der Form 6% +1 sein, won d=1, = — 1 gewählt, 


also 
5 


a=3G(—k)+l=6k +1, K=— 


gesetzt wird, und dann wird 
b=Ee(dk ti N)=2i +1 


bei geeigneter Wahl von <= + 1 eine positive ungerade Zahl. 
Sind 2) k,i ungleichartig, so wird 


a=E (3 En u) (mod. 6) 
also dann und nur dann von der Form 6% + 1 sein, wenn 
o=—1,.e=—1 gewählt, also 
a=—3(+b)—-2—-6# +1, k— Ti 
gesetzt wird, und dann wird 
1 
bei geeigneter Wahl von € = +1 eine positive ungerade 
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Zahl. Man beachte, dass die zu treffende Wahl von d durch 
die Formel 





(50a) = (— 1) 

bestimmt ist; leicht findet man ferner + = z = > (mod. 2) 
also | 
(00%) Het =e, 

während &= — 1 zu wählen ist. 


Hiernach giebt es also für jedes in der Summe (49) ZU- 
lässige System von Zahlen :,% ein bestimmtes System von 
Zahlen :’,% derselben Art, und dies System ist von dem erst- 
genannten verschieden, mit Ausnahme des einzigen Falles, in 
welchem {= 3%, resp. —i=(3k + 1), von dem wir aber 
absehen können, da für ihn das entsprechende Glied der Summe 
(49) von selber verschwindet. In jedem andern Falle ergiebt 
sich nach den Formeln (50) füra=67-+1,b=2{/+1: 


(67° + 1? — (2 + = — 28(2i+ 1) (6° + 1— 8(2i+1)) 


also 





erh Tor 9 Qi] 
= 9. (Hr. (+ DER + 1 @i+ 
d. i. nach (50a) und (50b) gleich 
— (- DHR@i + DEE + D? — @i+ 09, 
und folglich heben sich die Glieder der Summe (49), welche 
den beiden zusammengehörigen Systemen i, k; i, k entsprechen, 
auf, und die Formel (46) ist somit bewiesen. 


10. Um nun die arithmetische Folgerung zu gewinnen, 
welche durch diese Formel unmittelbar ausgesprochen wird, 
ersetzen wir darin wieder die Unbestimmte x durch x und 
multipliciren beiderseits mit z°; so nimmt die Formel die Ge- 
stalt an: 


(51) ( N (— 1)*- aut) par me 1)’ 1 (2i ar 1)a3@itır, 


Hier durchläuft 6% + 1, wenn %; von 0 bis © läuft, alle posi- 
tiven Zahlen a=1 (mod. 6), oder, was dasselbe sagt, alle 
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ungeraden positiven Zahlen a=1 (mod. 3) und es wird 





= 
(— 1):= (—1) ° sein; wenn aber k= —%’ alle negativen 
Werthe durchläuft, so durchläuft 6k+1=—(6K’— 1) alle 
Zahlen — a, für welche a positiv und = — 1 (mod. 6) 
D.n. OBERE und =2 (mod. 3) ist, und man findet 
«+1 





(—-1—= (—1) ° . Die Summe zur Linken ist also nichts 
anderes als diese: 


(52) * 2 (+#”), 


ausgedehnt über alle positiven ungeraden Zahlen «, 
welche nicht theilbar sind durch 5, während das obere 
oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem « von der Form 
12% + 1 oder von der Form 12% -+- 7 ist. Die linke Seite 
der Gleichung (51) lässt sich demnach schreiben als eine drei- 
fache Summe: 


(53) 2 ae ze?+a@'?-a” a 


0,0',@ 


deren jede den angegebenen Umfang hat, während das obere 
Vorzeichen gilt, wenn eine oder drei der Zahlen «, «’, «” 
von der Form 12% +1, die andern von der Form 125 +7 
sind, das untere Vorzeichen aber, wenn es umgekehrt ist. . 

Dies vorausgeschickt, bemerken wir, dass die Quadrat- 

summe 

@ta?2+«”, 
da die Zahlen «, «@’, «” ungerade sind, (mod. 8) den Rest 3 
lassen muss; da sie durch 3 ‚nicht theilbar sind, ist jene 
Summe (mod. 3) derselben Zahl 3 congruent, und somit findet 
sich zunächst, dass alle Exponenten der Summe (53) von, der 
Form 24h + 3 sind. 

Ist umgekehrt s eine beliebige positive Zahl von dieser 
Form, und s=«a?+ «'°-+ a”? eine Zerfällung derselben in 
drei hs, deren Grundzahlen «, «’, «” positiv gewählt 
werden dürfen, so müssen «, «@',« nothwendig ungerade sein, 
denn sonst müsste eine dieser Zahlen ungerade, die beiden 
andern gerade sein, wo dann die Summe ® u? + «e"’=1 
(mod. 4) würde, gegen die vorausgesetzte Form von s. Da 


Die Zerfällung der Zahlen in Summanden. 3% 


aus dieser Form folgt, dass @ + «’?-+ «”? durch 3 theilbar 
ist, so sind ferner entweder alle drei Zahlen «, «’, «” theilbar 
durch 3, was aber nur geschehen kann, wenn s durch 9 theil- 
bar ist, oder sie sind alle drei nicht theilbar durch 3, denn 
andernfalls würde die Summe der drei Quadrate den Rest 1 
oder 2 (mod. 3) lassen. Hieraus folgt: Ist s eine durch 9 
nicht theilbare Zahl von der Form 24h + s, so wird jede 
Zerfällung von s in die Summe dreier Quadrate unter den 
Exponenten von x in der Summe (53) sich finden; ist dagegen 
s eine durch 9 theilbare Zahl dieser Form, so finden sich nur 
diejenigen Zerfällungen dort vor, bei denen die Quadrate nicht 
alle drei durch 9 theilbar sind. 
Fassen wir nunmehr diejenigen Glieder der Summe (53) 
zusammen, welche gleichen Exponenten haben, sodass sie die 
Gestalt annimmt 


(54) Da, 


die Summation über alle positiven Zahlen s von der Form 
24h + 3 erstreckt, und beachten, dass bei der Bildung des 
Cubus von (52) jedes Glied x*+«*"+«”, wenn die drei Qua- 
drate verschieden sind, Gmal, wenn zwei von ihnen gleich 
sind, nur 5 mal, und wenn sie alle gleich sind, nur einmal 
entstehen wird, so findet man mit Rücksicht auf das oben 
über das Vorzeichen des Gliedes Gesagte folgende Bestimmung 
für O.: 
Ist A die Anzahl der Zerfällungen 


s=a+«?+ 0”? 

in drei ungleiche Quadrate, bei denen eine oder drei der 
Zahlen «&, «', «@” die Form 12% +1, die andern die Form 
12% +7 haben, A’ die Anzahl solcher Zerfällungen in drei 
ungleiche Quadrate, bei denen es umgekehrt ist; 

ist ferner D die Anzahl der Zerfällungen 

s=0o.+ 2u«'?, 

bei denen «, « von einander verschieden und « von der Form 
12k + 1 ist, DB’ die Anzahl solcher Zerfällungen, bei welchen 
« von der Form 12% -+-7 ist; 

ist endiich O=-+ 1, wenn s=3a? d.i. das dreifache 
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Quadrat einer ungeraden nicht durch 3 theilbaren Zahl « ist, 
wobei das obere oder untere Vorzeichen zu wählen ist, je 
nachdem « von der Form 12% +1 oder 12% +7 ist, dagegen 
Ü= 0, wenn es sich mit s anders verhält — so findet sich 
allgemein: 

(55) G=6(4A—A)+3(B—-B)+C. 

Durch Vergleichung der Summe (54) mit der ihr gleichen 
rechten Seite der Gleichung (51) endlich gewinnen wir nun 
die folgenden bemerkenswerthen Sätze: 

Ist s nicht das Dreifache eines ungeraden Qua-. 
drates, so muss (, gleich Null sein, d.h. mit Rücksicht 
auf die vorige Bestimmung von (,, es ist 


(A ANA arB are 


oder: 

(56) 2A+Bb=24A+B. 

Ist aber s das Dreifache eines ungeraden Quadrates 
s—=3:-(254 1); 

27-1 aber nicht theilbar durch 3, so wird 

6(4=4)+3 BB) tie NY BED 

falls dagegen 2{-+1 durch 3 aufgeht, so wird 

6 (AT A) IB) DE En 
und folglich kann man, diese beiden Fälle zusammenfassend, 
sagen: 

Ist s das Dreifache eines ungeraden Quadrates, 

s=35.(2i+1), 
so ist immer 
(STyE BA B = 2A, Bun Sehe 
wenn j den absolut kleinsten Rest von (-1J- (+1) 
(mod. 3) bezeichnet. 

Die Formeln (56) und (57) sprechen eine merk- 
würdige Eigenschaft der Zahlen von der Form 24h+3 
in Bezug auf ihre Zerfällung in die Summe dreier 
Quadratzahlen aus. 


11. Wir knüpfen hier endlich noch an einige Reihen an, 
welche zwar auch der Theorie der elliptischen Funktionen 
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angehören, aber, wie Lebesgue gezeigt hat“), auch ohne ihre 
Hilfe hergeleitet werden können, und auf welche wir auch an 
einer späteren Stelle noch werden zurückzuweisen haben. 














Setzen wir 
\ m ‚a 1 ER 

—23:1—13- ent 
58 al lt. 2 
(58) 1) ja ee 
dich. 

4, 1—2-.1—x22-1— 2% 

fe)= 1a —i. ua a SR EN mund 








diese Reihe ist convergent, sobald mod. x < 1 ist, denn der 
Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder ist 


tn, 


’ 
eg si 








en 


und da der erste Faktor mit unendlich wachsendem %k gegen 
Null, der zweite gegen Eins convergirt, so ist nach einem be- 
kannten Reihensatze die obige Reihe convergent. Dieser Defi- 
nitionsgleichung entspricht die unschwer erweisliche Funktional- 
gleichung 

fa=-(1— a2): f(@2), 


aus welcher sich allgemeiner 


fa)=rfa®2): 1A—z)(1- (ll — a2). (L— 8", 
ergiebt, und da das Produkt unter der für x gemachten An- 
nahme bei unendlich wachsendem » convergirt, 


fe) = En Flat 2) Ifa — arm1z). 


al 


Nun ist 
lim. fat 2) = f(0) ®) 


ein endlicher, weil durch eine convergente Reihe dargestellter 
Werth, der jedoch aus der vorigen Gleichung fortgeschaftt 
werden kann, wenn man dieselbe für einen bestimmten Werth 
von 2 bildet und dann beide Gleichungen in einander dividirt; 





*) Lebesgue, sommation de quelques series, in Liouville’s Journal 
des Mathematiques t. V p. 42. 
**) Die Berechtigung dieser Gleichheit wollen wir hier nicht näher 
erörtern. 
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hierzu eignet sich der Werth z=1, da für ihn f(2)=1 wird. 


Somit findet man 
en 2n—1l 
r@=]J: ee 


n=1l 
d. h. die ee 
.1— 22 f = I a 
—ı.:1— 2° 2 u 1— „arm! 


N! 





Setzt man hierin x = E=1! wo .mod.-6 > 1 sb und ae 2: 
so ergiebt sich die Gaussische Formel 


ı-Pe alu) re 
STE (are N 1 get 


n= 








und, wenn man 2=« setzt, diese gleichfalls von Gauss an- 
gegebene merkwürdige Beziehung: | 


& h 0) k(k-+1) 
ae N. 
ie wur 
Versteht man ferner unter f(z) den Ausdruck 
(61) fa-OA)+ 9), 
während 


Fer Me Sg m 2 are) 











ist, zwei heihen, welche aus en nn convergiren, 
wie die zuvor betrachtete Reihe, wenn mod. x <1 ist, so be- 
steht die Funktionalgleichung 
a-(41+2)f@2), 
aus welcher allgemeiner 
fd) =fl@z2)- LH) + x) :--- (1 + ante) 


und bei unendlich wachsendem » die Gleichung 
ra=r0:[ | +®-'2 
nl 


*) Gauss, summatio quarundam serierum singularium art. 6, im 
2. Bd. s. Werke p. 20, | 
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hervorgeht. Da sich /(1)=2 findet, ergiebt sich hieraus 
die andere: 


4 e 1ta'T!z 
(63) KO ee 








Da nun aus (61) 
2 HL—-d), 2-2) 


hervorgeht, so gewinnt man für die Reihen (62) folgende 
Darstellungen unter Produktenform: 


-- Ur eR: 1— a7 
(2) = 2y 1 1-4.” | Dy Hl 1+a® 


1a" 7lz x ee 


1-2” 2 hl. 1x” 

















Mops | 
zwei Formeln, welche Jacobi in seinen fundamenta nova 
theoriae functionum ellipticarum p. 186 ohne Beweis aufgestellt 
hat. Für z=— x erhält man aus (61) — (63) die ebenfalls 
von Jacobi herrührende Formel: 


[0 2) 


(64) IE 1 +2 DI 1jaR. 


Rr 
1 


12. Aus den Formeln (60) und (64) fliessen interessante 
arithmetische Folgerungen, um derentwillen wir sie abgeleitet 
haben. Bedenken wir, dass 


Ilıa+»=-1+> 0m) a” 


| m—1i 





ist, wo C(m) die Anzahl bedeutet, wie oft m aus verschie- 
denen ganzen Summanden entsteht, so wird ebenso 


la —ı)—=1 I C’ (m) - a” 


n=1l m=1l 
sein, wenn O’(m) den Unterschied bedeutet zwischen der An- 
zahl der Zerfällungen von m in eine gerade und der Anzahl 
ihrer Zerfällungen in eine ungerade Menge verschiedener ganzer 
Summanden. Multiplieirt man daher in (64) mit dem Nenner, 
so ergiebt sich 
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1 9 Gm (1 Cm) a") (1 ie = (— 1)t2®) 


m—1 m=—1 
d. ı. gleich 
1 > Om)” + > (— 1a” + 2 (— 1) C (m) ar t#, 
“Fasst man aber rechts alle Potenzen von x mit demselben 
Exponenten zusammen und vergleicht mit der linken Seite, 
so gelangt man zu folgender Beziehung: 


(65) O’km) = Cm) + > (1): O(m— 1), 


wo die Summe über alle er ganze Zahlen k, welche 
m — k”>0 machen, ausgedehnt werden muss. Man kann ihr 
aber eine einfachere Gestalt geben. Bezeichnet nämlich G(m) 
die Anzahl der Zerfällungen einer positiven Zahl m in eine 
gerade Menge verschiedener Summanden,. U(m) die Anzahl 
ihrer Zerfällungen in eine ungerade Menge, so ist offenbar 


C (m) = G(m) + U(m),  (O’(m) = G(m) — Ulm). 
Die Formel (65) nimmt demnach die Gestalt an: 


U (m) -, (— 1-1. C(m— 1%) 


und lehrt folgenden Satz: Die Anzahl der Zerfällungen 
einer positiven ganzen Zahl m in eine ungerade Menge 
verschiedener ganzer Summanden ist gleich dem 
Ueberschuss der Anzahl aller möglichen Zerfällungen 
der (nicht negativen) Zahlen m— (2h-+1)? über die 
Anzahl aller möglichen Zerfällungen der (nicht nega- 
tiven)Zahlen m—4h? in verschiedene ganze Summanden. 

Gleicherweise giebt die Formel (60) zunächst diese neue: 


© = ler) 
(66) 1 I ONE mr —(1 Ey C,(m) am) (i +2. ); 


Mi Bl 





in ıhr bezeichnet 
C,(2m) = @,(2m) — U,(2m) 


den Unterschied zwischen der Anzahl Zerfällungen der geraden 
Zahl 2m in eine gerade Menge und der Anzahl ihrer Zer- 


L 
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fällungen in eine ungerade Menge gerader Summanden; 
desgleichen 
C,(m) = G(m) — U, (m) 

den Unterschied zwischen der Anzahl Zerfällungen der Zahl m 
in eine gerade Menge und der Anzahl ihrer Zerfällungen in 
eine ungerade Menge ungerader Summanden; für ein ge- 
rades m ist offenbar O,(m) gleich der Anzahl der Zerfäl- 
lungen von m in ungerade Summanden, für ein ungerades 
m aber dieser Anzahl entgegengesetzt gleich. Vergleicht 
man nun in (66) rechts und links die Coefficienten derselben 
Potenz x”, so ergiebt sich, gleichviel ob m gerade oder un- 
gerade ist, die Beziehung: 


(67) G,(m) — U,(m) = @,(m) — U,(m) +24 (de an a: | ; 





wo die Summation sich auf alle ganzen Zahlen k =1,2,3,... 


erstreckt, für welche m — ee >0 ist. Diese Gleichung 


lässt sich aber, wie unschwer zu erkennen, als Satz folgender- 
massen aussprechen: 

Die Anzahl Zerfällungen einer ungeraden Zahl m 
in verschiedene ungerade Summanden, sowie die An- 
‚ zahl Zerfällungen einer geraden Zahl m in eine gerade 
Menge verschiedener gerader Summanden, letztere 
vermindert um die Anzahl ihrer Zerfällungen in eine 
ungerade Menge gerader und eine gerade Menge unge- 
rader Summanden, ist gleich der Anzahl der Zer- 
fällungen aller (nicht negativen) geraden Zahlen 
.., vermindert um die Anzahl der Zerfällungen 
k(k--1) 

2 


m, 


aller (nicht negativen) ungeraden Zahlen m — 
in ungerade Summanden. 
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Ueber die Dirichlet’schen Reihen. 


1. Die ferneren Anwendungen, welche man von der Analysis 
auf die Zahlentheorie gemacht hat, nahmen ihren Ausgangs- 
punkt von dem berühmten Satze der Theorie der quadratischen 
Reste, welchem Legendre den Namen des Reciprocitätsgesetzes 
beigelegt hat. Wir schicken der näheren Bezeichnung dieses 
Ursprungs der analytischen Methoden der Zahlentheorie eine 
Betrachtung vorauf, von der wir auch sonst mehrfach werden 
Gebrauch zu machen haben. 

Seien zunächst P, R zwei relativ prime ungerade Zahlen, 
von denen wenigstens P nur aus lauter verschiedenen 
Primfaktoren zusammengesetzt ist, und d, & positive oder nega- 
tive Einheiten. Wird dann die Summe 


un > an (23 


auf alle Glieder eines reducirten Restsystems (mod. 

SPR) erstreckt, so erhält man Null, so oft nicht 

leichzeiusg 0 == Par 
Da 


n—1 n—1 n?—1 nN2—1 


ner, 1 


ist, sobald 




















n=n' (mod. 8PR) 


ist, so darf man, um den Satz zu beweisen, irgend ein be- 
stimmtes reducirtes Restsystem, z. B. diejenigen Zahlen für » 
wählen, welche aus der Formel 


(2) n=8Rv+8Pu- PRa 
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hervorgehen, wenn darin «, u, v reducirte Restsysteme resp. 
nach den Moduln 8, R, P durchlaufen. 

Zuerst behaupten wir nun, dass, sobald P von 1 ver- 
schieden ist, unter dern Resten v (mod. P) ebensoviel Reste 


"v= a vorhanden sind, für welche (&) = +1 ist, als Reste 


v=b, für welche >) — —1 ist. Dies ist einleuchtend für 


den Fall, in welchem P eine Primzahl p ist, denn für einen 
py—1l 
2 
soviel Nichtreste. Ist aber P aus mehr als einem Primfaktor 
zusammengesetzt, sodass man setzen darf P=pP’, wo P’ 
von 1 verschieden, so giebt es wenigstens eine Zahl v' von 
der Kategorie b; denn, ist ß ein Nichtrest (mod. p) und wählt 
man, was immer möglich ist, die Zahl v’ so, das v =ß 
(mod. p), v’=1 (mod. P’) ist, so folgt 


v ß v' v' 
BE: rw 
Nun bilden die Zahlen a,b und deshalb auch die Zahlen v'a, 
v’b zusammen ein reducirtes Restsystem (mod. P); da jedoch 


1, 


gefunden wird, so stimmen die Reste v’a mit den Resten b, 
die Reste v’b mit den Resten a überein und daraus folgt 
sogleich, dass die Anzahl aller a gleich derjenigen aller b sein 
muss. Somit aber findet sich die wichtige Gleichung: 


(8) 25)=9 


wenn diese Summe auf alle Glieder eines reducirten 
Restsystems (mod. P) erstreckt wird, z. B. auf die- 
jenigen positiven ungeraden Zahlen, welche <2P 
und prim sind zu P. 

Ferner aber kann das allgemeine Glied der Summe (1) 
durch Einsetzen des Ausdrucks (2), dan=PRa (mod. 8) also 
n—1 PR—1 e-—1 n2—1 PRP—1 @—1 
Da ed, oe oaib ash 


? 
und n=8Rv (mod. P) also ) — ee (=) ist, folgender- 
massen geschrieben werden: 





solchen Modulus giebt es quadratische Reste und eben- 
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en N 
EZ 2 2. a Re 
ae: va) 0 GL 
wo der erste Faktor allen Gliedern gemeinsam, der zweite 
aber von u unabhängig und daher für jeden der p(R) Werthe 


von u derselbe ist; die Summe (1) wird demnach gleich 
PR—1 (PR®—1 a—1 a®—1 
tt det Zi 
Sind nun nicht Ö,8,P gleichzeitig gleich 1, so verschwindet 
wenigstens eine dieser beiden Summen und folglich, wie be- 
hauptet, auch die Summe (1). Im entgegengesetzten Falle 
ist offenbar ihr Werth gleich 9(8PR). 

Sei ferner D eine beliebig gegebene aber nicht quadra- 
tische ganze Zahl; wir können sie stets in folgender Form 
dargestellt denken: 

(4) D=-+2°.P.8?, 

wo S? das grösste in D aufgehende Quadrat, c einen der 
Werthe O oder 1, P aber, wenn es nicht gleich 1 ist, eine 
nur aus ungeraden, von einander verschiedenen Primfaktoren 
zusammengesetzte positive Zahl bedeutet. Indem wir nun mit 
n irgend eine zu 2D prime positive ganze Zahl bezeichnen, 
suchen wir den Werth für das Jacobi’sche Symbol (=): 

Aus (4) findet sich 


(nn ae ee) 


und nun mittels des verallgemeinerten Reciprocitäts- 
gesetzes 




















ie, 
ODioliore f- 
ee 
Hier ist (— 1) ° ° =6°",wo ö=-+1, je nachdem 
n®—1 


+ P=]1 oder 3 (mod. 4) ist, und (2) IR woe=-+1 

ist, je nachdem c=0 oder 1 ist. Man erhält also bei 

Anwendung dieser Bezeichnungen die Formel: 
n—1in®—1 


6 


N 2 
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Aus dieser Formel folgt zunächst, dass stets 


: 


m=n (mod.8P) 


sobald 


ist; mit Worten: allen positiven Zahlen n derselben 
Restelasse (mod. SP) entspricht der gleiche Werth 


BD); 


Verstehen wir ferner unter R das Produkt der- 
jenigen verschiedenen ungeraden Primfaktoren, welche 
in S aber nicht in P aufgehen, so werden P,R relativ 
prim sein, und mit Rücksicht auf die Formel (5) führt der 
zuvor bewiesene Satz über die Summe (1) folgenden Schluss 
herbei: 


Die Summe I (2), auf alle positiven Zahlen n 


erstreckt, welche < SPR und prim zu 2D oder zu8PR 
sind, ist Null: 


Ve Bl 


Hervorzuheben ist der besondere Fall, wo 
D=-+2%.P also R=1 ist. Für ihn lautet der Satz: 
Die vorstehende Summe ist Null, wenn sie auf alle 
positiven Zahlen n erstreckt wird, welche <8P und 
prim sind zu 8P. 

Und auch hier noch zeichnen wir zwei einfache Fälle aus. 


Im Falle ö= +1, 2 =-+1 d.h. wenn 
D=-+Pz=1 (mod. 4) 
ist, giebt die allgemeine Formel (5) 


Nach (3) genügt e®in diesem Falle, die Summa- 
tion in der Gleichung (6) auf alle Glieder n eines 
positiven reducirten Restsystems (mod. 2P), z. B. auf 
alle’ Zahlen na<2P, welche prim sind zu 2P, zu 
erstrecken. 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 2 
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Im Falle dö=— 1, s=-+1, d.h. wenn 
D=-+-P=3 (mod. 4) 
ist, ergiebt sich aus’ (5) 


n—l 


=.) 
den Zahlen 


n=8v+5P bezw n=8v-+TP 


entspricht daher jedesmal derselbe Werth von ee, wie den 
Zahlen 
n=Sv-t1P resp 2n=8v-435P, 


denen jene (mod. 4P) congruent sind. Demnach wird in 
diesem Falle die Gleichung (6) schon bestehen, so- 
bald die Summe sich über alle Glieder n<4P, welche 
prim sind zu 4P, erstreckt. 

2. Aus. der voraufgehenden Untersuchung entnehmen wir 
für unsern gegenwärtigen Zweck das Resultat, dass allen (posi- 
tiven) Zahlen n derselben Restclasse (mod. 8SP.R) der gleiche 


Werth von (e) entspricht. Bezeichnet man daher allgemein 


diejenigen positiven Zahlen n<8PR, welche prim sind zu 

2D und für welche (>) —= + 1 ist, mit a, diejenigen aber, 

für welche (2) —= — 1 ist, mit b, so darf man sagen: sämmt- 
W 


liche positive Zahlen n, für welche (I — +1 ist, sind 


identisch mit den positiven Zahlen von der Form 8PRz-+a, 
sämmtliche positive Zahlen n, für welche (= = —1 ist, 


sind identisch mit den positiven Zahlen von der Form 
8PRz2+b. Die einen wie die andern sind also die Glieder 
gewisser arithmetischer Progressionen von der Form SPR2-+Q, 
worin das Anfangsglied Q und die Differenz 8PR zwei 
Zahlen ohne gemeinsamen Theilenpsind. Wegen der Glei- 
chung (6) muss die Anzahl der Zahlen a genau der 
Anzahl der Zahlen b gleich sein. 

Dies Resultat hat sich uns als eine nothwendige Folge 
aus dem Reciprocitätsgesetze ergeben, das wir als bewiesen 
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voraussetzten. Der erste Versuch, dasselbe zu beweisen, rührt 
von Legendre her*), sein Beweis kann jedoch, wie zuerst 
Gauss sehr richtig bemerkt hat**), wie geistvoll er auch ist, 
nicht als strenge betrachtet werden, weil er auf einer Annahme 
beruht, die durchaus nicht von selbst einleuchtend ist. Le- 
gendre setzt nämlich mehrfach in seinem Beweise eine Prim- 
zahl voraus, in Bezug auf welche eine gegebene Zahl — 
nennen wir sie wieder D — quadratischer Rest sei, d. i. er 


setzt voraus, dass unter den Zahlen, für welche > Sees), 


sich eine Primzahl befinde. Dies läuft darauf hinaus, dass 
wenigstens in einer der arithmetischen Progressionen von der 
Form SPRz + a ein Glied vorhanden sei, das einer Primzahl 
gleich ist, und führt naturgemäss zu der allgemeineren 
Frage: ob eine arithmetische Progression, deren An- 
fangsglied und deren Differenz zwei ganze Zahlen 
ohne gemeinsamen Theiler sind, stets eine Primzahl 
enthält oder nicht. 

Legendre selbst hat schon den Versuch gemacht, nach- 
zuweisen, dass diese Frage zu bejahen sei. Er gründet seinen 
Nachweis auf die Lösung der an sich sehr interessanten Auf- 
gabe, die grösstmögliche Anzahl auf einander folgender Glieder 
einer solchen arithmetischen Progression zu bestimmen, welche 
durch eine oder mehrere von gegebenen ungeraden Primzahlen 
theilbar sind. Die höchst beachtenswerthe Lösung, welche er 
giebt, ist folgende***): Wenn k + 1 die Anzahl der gegebenen 
Primzahlen, », die k' (ungerade) Primzahl der natürlichen 
Zahlenreihe ist, so wird unter p, auf einander folgenden Glie- 
dern der arithmetischen Progression wenigstens eines durch 
keine der gegebenen Primzahlen theilbar sein. Da aber 
Legendre diesen Satz nur durch Induction begründete, so 
stand die Entscheidung über die obige Frage noch immer aus. 

Hier war es nun Dirichlet, der die Lücke in Legendre’s 
Arbeit zu ergänzen suchte, aber er stiess dabei auf Schwierig- 


*) 9, seinen Essai sur la theorie des Nombres 2. ed. p. 198 oder 
Hist. de l’Acad. de Paris 1784 u. 1785. 
**) Gauss, Disquisitiones Arithmeticae artt. 296 u. 297. 
*##) Legendre, Essai sur la th. des Nombres 2. Cd. p. 404, 
4* 
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keiten, deren Ueberwindung ihm nicht gelingen wollte, und 
erst nachdem er den Legendre’schen Weg verlassen*), fand 
er einen andern, der ihn ans Ziel brachte, zugleich aber sich 
als geeignet erwies, auch andere zahlentheoretische Aufgaben 
zu lösen. Dieser Weg sind die analytischen Methoden, die 
wir jetzt nach ihrem erlauchten Erfinder die Dirichlet’schen 
Methoden nennen. 

Das Mittel aber, dessen er sich bedient hat, sind unend- 
liche Reihen und Produkte von ganz derselben Art, wie sie 
uns in Nr.5 des 1. Abschnittes schon entgegengetreten sind, 
und unter diesen vor allem die Reihe 

DN# 
Sa 
welche in der Formel (22) dort auftritt. Die genauere Unter- 
suchung ihrer analytischen Natur, insbesondere ihres Ver- 
haltens, wenn sie als eine Funktion von s aufgefasst werden, 
bildet die wesentliche Grundlage der Dirichlet’schen Methoden, 
und ıhr werden wir hier unsere ganze Aufmerksamkeit zu- 
wenden müssen, bevor wir jene Methoden selbst zur Darstellung 
bringen können. 

3. Die Reihen, welche wir zu betrachten haben, sind von 
der Form R 

Gn 
%) Die 


n=1i1 


oder noch allgemeiner von der folgenden: 


a) 
8 Bi 
7 Pr 
wo c„ eine positive, mit dem Index n» unendlich wachsende 
Grösse bedeutet, während «a, beliebig reell oder complex sein 
kann; s bedeutet eine reelle Grösse, die wir stets grösser als 
Null voraussetzen werden**), Wenn 6>0 und eine solche 





*) Dirichlet in der Einleitung zu seiner Abhandlung in den Ab- 
handlungen der Berliner Akademie a. d. J. 1837. 

**) Wir könnten die im 1. Abschnitte geltende Annahme, dass s 
eine Grösse sei, deren reeller Bestandtheil positiv ist, auch hier weiter 
verfolgen, doch genügt die obige Beschränkung unserm Zwecke, 
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Reihe für alle s> 6 convergent ist, so bezeichnet sie für alle 
diese Werthe von s eine bestimmte Funktion von s, und wir 
haben hauptsächlich darnach zu fragen, ob sie sich stetig mit 
s verändert oder nicht. In dieser Hinsicht ist ein Prin- 
cip von höchstem Werthe, welches zuerst von Abel 
benutzt worden ist. Denken wir uns allgemein eine Reihe 


s- 260, 


n—=1 
deren einzelne Glieder gegebene stetige Funktionen von s sind 
und welche für alle s> 6 convergent ist. Um ihre Stetigkeit 
als Funktion von s zu untersuchen, zerlegen wir die unend- 
liche Reihe in zwei Theile: 


S= Sm + Bu; 


wo S8„ die Summe ihrer ersten m Glieder, R,„ den Rest aller 
folgenden bedeutet. So oft nun die Reihe für alle so 
gleichmässig convergirt, d. h. so oft eine hinreichend 
grosse Zahl u angebbar ist von der Beschaffenheit, dass, wenn 
m > u, der Rest R, seinem absoluten Betrage nach’für alle 
s>6 kleiner ist als ein beliebig kleiner Werth ö, wird die 
Reihe S für alle s>o eine stetige Funktion von s 
sein*). 

Denn ist s’ ein Nachbarwerth von s, und ihm entsprechend 


S is Sn + 1: ’ 
so hat man 
5’ — S = (5, — Su) + (Bm — Rn): 


Nun ist nach der Voraussetzung sowohl R,„ als auch AR,, dem 
absoluten Betrage nach kleiner als dö, wenn nur m>u ge- 
dacht wird; ferner ist der erste Theil $, der Reihe offenbar 
eine stetige Funktion von s und deshalb kann s’ so nahe an s 
gedacht werden, dass auch der absolute Betrag von S,, — 5, 
kleiner als d wird. Hieraus ergiebt sich der absolute Betrag 
von $ — 8 sicher kleiner als 36 d. ı. beliebig klein, und folg- 
lich ersieht man die Stetigkeit von S als Funktion von s. 





*), Die Stetigkeit für s= o ist dabei so zu verstehen, dass die 
Reihe bei einem gegen o hin abnehmendem s den Werth der Reihe 
für s= co zum Grenzwerthe hat. 
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Ein Beispiel dieser Art bietet die Reihe (7), falls die 
Moduln der Üoefficienten a, sämmtlich kleiner sind 
als eine endliche Grösse (Ü; die Reihe (7) ist dann eine 
stetige Funktion von s für alle s>1. Denn nach der 
Voraussetzung wird mod. R, sicher kleiner sein als 











1 1 1 
(E - 1)’ = (m + 2)’ iD; (m + 3)’ 1% ) 


Nun convergirt .aber nach dem ersten Abschnitte die Reihe 
1 1 1 
er ot a 


für jedes s>1; ist daher 6 eine Zahl, welche beliebig wenig 
grösser als 1 ist, so convergirt auch die Reihe 


1 1 1 
vierter 


und demnach kann u:so gross gewählt werden, dass der Rest 
dieser Reihe, nämlich 
1 1 1 

(m +1) " (m + 2° 6 (m + 3) 
kleiner als Ö ıst, sobald m > u gewählt wird. Daraus folgt 
für alle s> 6 

1 1 
G Be. 
e +! 5 (m + 2)" ie ) ;. 

d. h. gleichfalls beliebig klein, und nunmehr dem Abel’schen 
Principe zufolge die Stetigkeit der Reihe (7) für alle s, welche 
grösser als 6 d. i. offenbar, welche grösser als 1 sind. 

4, Mit Hilfe dieses Abel’schen Grundsatzes leiten wir 
nun einen Satz her, welcher in seiner ganzen Allgemeinheit 
in Dedekind’s Ausgabe der Dirichlet’schen Vorlesungen über 
Zahlentheorie (3. Aufl. p. 376) ausgesprochen und bewiesen 
worden ist. Wir beschränken hier jedoch seine Allgemeinheit 
zu grösserer Klarheit so weit, als es die Anwendungen, um 
deren willen wir den Satz aufstellen, verstatten. 


Sei N 
(9) S= Da», (5) 
n=1 


eine unendliche Reihe, deren einzelne Glieder Produkte aus 
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einer CGonstanten a, von reellem oder complexem Werthe und 
einer Funktion %,(s) der positiven Veränderlichen s sind. 
Wir setzen voraus: 

Der analytische Modulus der Summe 


(10) an Gr in be Sn ah 


bleibe bei unendlich wachsendem Index » stets unter einem 
endlichen Werthe A; die Funktion %,(s) aber habe für alle 
s> 6 folgende Eigenschaften: 

1) sie sei reell und positiv, 

2) v„(s) nehme mit wachsendem Index » ab und conver- 
gire gegen Null, 

3) %„(s) verändere sich stetig mit s und nehme ab, 
wenn s wächst, sodass immer 


b. (8) < Un (0) 
180. — 

Unter diesen Voraussetzungen behaupten wir den 
Satz: Für alle s>0o convergirt die Reihe $ und stellt 
eine stetige Funktion von s dar. Zum Beweise betrachten 
wir neben der Reihe ‚S die folgende: 


S—=4, (9, (8) — %; (8) +4, (#3 (8) — %; (9) TER 


Diese Reihe ist gleichmässig für alle s> 6 convergent; denn 
die Summe einer beliebig grossen Anzahl m von Gliedern, 
welche auf das n° Glied der Reihe folgen, hat der Voraus- 
setzung über A, zufolge einen Modulus kleiner als 


4 (d+1() — Yntn+16)), 


ein Werth, der nach den Eigenschaften der Funktion x, (s) 
kleiner ist als Ay,+1(6) d. ı. für ein hinreichend grosses n 
und für alle s> 6 beliebig klein. Die Reihe S’ ist also auch 
dem Abel’schen Grundsatze gemäss für alle s> 6 stetig. 

Vergleichen wir nun die Summe S$, ihrer ersten n Glieder 
mit der Summe $, der ersten n Glieder der Reihe 8. Mit 
Rücksicht auf Gleichung (10), aus welcher 


A, — A,-1 — (y, 


folgt, findet man sogleich 
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= ap) + agyrls) ++ Andunls) — An Ya+ıls) 


sh ih 

— 5 “r An Yn-+1(8) ’ 
eine Gleichung, aus welcher bei unendlich wachsendem rn mit 
Bezugnahme auf die Voraussetzungen 


lım. 8, = lım. $, 


n=@ n=—=@ 


erschlossen wird. Hiernach ist für alle s> 6 auch die Reihe $ 
gleichmässig convergent und von gleichem Werthe wie die 
Reihe $’ und daher, wie diese, eine stetige Funktion von s. 

5. Wir machen von diesem allgemeinen Satze zuerst eine 
Anwendung auf die Reihen von der mit (8) bezeichneten Art: 


(8) S -2% 7 


En 


welche wir nach Dedekind’s Vorgange Dirichlet’sche 
Reihen nennen wollen, und behaupten den Satz: Eine Dirich- 
let’scheReihe ist für alle positivenWerthe von s gleich- 
mässig convergent und eine It Funktion von s, 
sobald die Summe 


A=4 7% r@t::4% 
bei unendlich wachsendem » endlich bleibt. 

Ist nämlich o ein beliebig kleiner positiver Werth, so 
erfüllt die Reihe (8) für alle s>o die sämmtlichen Voraus- 
setzungen, welche dem vorigen allgemeinen Satze zu Grunde 
liegen: die auf A, bezügliche Voraussetzung ist soeben aus- 


gesprochen worden, die Funktion »,(s) aber ist hier %,(s) —_ 


und demnach ist sie für alle s> 6 reell und positiv, nimmt 
mit wachsendem » fortwährend und zwar, da c„ dann unend- 
lich wachsen soll, unendlich ab, während sie zugleich stetig 
abnimmt, wenn s wächst. Hieraus erschliessen wir mittels 
des allgemeinen Satzes, dass die Reihe (8) für alle s, welche 
gleich oder grösser sind, als der beliebig kleine positive 
Werth 6, d. h. für alle positiven s gleichmässig convergent 
und eine stetige Funktion von s ist. 

Sei nun s ein bestimmter positiver Werth und & eine 
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positive Veränderliche, welche wir werden unendlich abnehmen 
lassen. Wir bezeichnen mit $’ die Reihe 


[ee] a, 
Boden, 
mit Sn, 8. die Summe der m ersten Glieder der Reihen $ 
und 8’, mit R„, R. die Reste. Alsdann kann man schreiben: 


Ss—S’ _ a 1 1. 1 A u im 
B - > 5 Ar en) B 


nt n 








Da man aber dem bereits Bewiesenen zufolge m so gross 
denken kann, dass R, und R, beide kleiner sind, als ein be- 
liebig kleiner Werth, so wird sich diese Gleichung einfacher 
folgendermassen darstellen lassen: 


BE IBRUTT rn 1 
(11) —— - 2a, (a ) 


und wir wollen nun sehen, was geschieht, wenn & gegen 0 
convergirt. Die Reihe hat die allgemeine Gestalt der Reihe (9), 
nur dass die Veränderliche & heisst, statt s, sie ist nämlich 


[0,e) 


PRBLTOF 


n=1l 
wenn 


(12) da (e) = m - ee) 


gesetzt wird. Wir zerlegen diese unendliche Reihe in einen 


anfänglichen Theil 


v 


(13) Dan (6) 


Nu 


und den übrigen Theil, der sich folgendermassen schreiben lässt: 


& 


(14) DER dr+i(e). 


il 
Da die Summe A, bei unendlich wachsendem » endlich 
bleibt, gilt dasselbe auch für die Summe 


A En Ar =4d,+1 = Ay-2 in AS a Ay-n 
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die Funktion %,+;(s) ist jedenfalls reell und positiv; da ferner 


aus der Formel 
28 1 1 
Fo-1(&- 5) 


x 
sich 


re ren (1 u - x“) 


findet, welcher Ausdruck mit Rücksicht darauf, dass 
1+ — IND, 
1 

ist, negativ ist, so lange z>e’ d.ı. sloege>1 ist, so wird 
(x) alsdann bei wachsendem x abnehmen, und somit wird 
%,--i(e) nach seiner Bedeutung mit wachsendem Index ab- 
nehmen, sobald slogc,+,;,>1 ist, was für alle © geschieht, 
wenn slogc,>1 ist, und daher durch Wahl eines hinreichend 
grossen v sich erreichen lässt; auch ist ersichtlich, dass 
%,+;(e) mit unendlich wachsendem Index gegen Null eonvergirt. 

Zudem ist %,+; (e) offenbar eine stetige Funktion von eg, 


lop’eH yı 
welche mit unendlich abnehmendem & dem Grenzwerthe BR 
zustrebt; und da aus der Formel für »,„(e) sich Hi 


’ 1 
Yale) + & log Ca A0e 
E €, 
also mit Rücksicht auf die für positive & geltende Ungleichheit 
Li. 8log,cn Tee nd Nee 


%,(e) sich negativ ergiebt, %,„(e) also mit wachsendem & ab- 


nimmt, so dass immer 
log ce, 





AO 
en 

sein wird, so sind, wenn unter o die Null verstanden wird, 
sämmtliche Voraussetzungen, aus denen der allgemeine Satz 
vor. Nr. entsprang, für die Reihe (14) erfüllt. Man darf dem- 
nach schliessen, dass diese Reihe für alle 2>0 eine stetige 
Funktion von & ist, was von der endlichen Summe (13) ohne 
weiteres ausgesagt werden darf. Aus diesem Grunde findet 
man den Grenzwerth der ganzen Reihe (11) füre—=0, indem 
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man in ihren einzelnen Gliedern &e = 0 setzt, und findet somit 


ä KT _ log ce; 
lim. — — > An ———- 
8=() € C) 


N 





Diese Formel lehrt, dass die Reihe (8), als eine 
Funktion von s aufgefasst, eine endliche Ableitung 
besitzt, welche gegeben wird durch die Reihe 


RR ds > log e 
(15) 77 = — An® wer . 


1 n 
Und diese Ableitung ist wieder für alle positiven s 
eine stetige Funktion von s. Denn die in dieser unend- 
lichen Reihe auftretende Funktion 


log c, 





Y. (8) = 


$ 
n 


erfüllt, wie man leicht sieht, für alle positive Werthe s wieder 
die sämmtlichen Voraussetzungen des allgemeinen Satzes*). 
6. Als ein für unsere ferneren Untersuchungen besonders 
wichtiges Beispiel Dirichlet’scher Reihen wählen wir die Reihe 
Fe! 
> 5) er 
welcher wir in Formel (22) des ersten Abschnittes bereits be- 
gegnet sind. Die Summation bezog sich dort auf alle posi- 
tive ganze Zahlen n, welche prim sind zu 2D; wird jedoch 
die Bedeutung des Jacobi’schen Symbols in der dort auch 
schon angegebenen Weise erweitert, dass nämlich 


(2-0 


sein soll, so oft n keine relative Primzahl zu 2D ist, so kann 
die Summe auch über sämmtliche positive ganze Zahlen n 
ausgedehnt gedacht werden. Da sie aber, so lange s>1 ist, 


*) Streng genommen ist das oben Ausgesagte durch die vorauf- 
gehenden Betrachtungen nur für den „vorwärts genommenen Differential- 
quotienten“ von S nachgewiesen; aber aus seiner Stetigkeit in Verbin- 
dung mit der Stetigkeit von S selbst folgt seine Gleichheit mit dem 
„rückwärts genommenen Differentialguotienten“, also seine Identität mit 
der Ableitung von 8. (S. Harnack, Die Elemente der Differential- 
und Integralrechnung Nr. 100.) 


60 Dritter Abschnitt. 


unbedingt convergirt, also von der Aufeinanderfolge der Sum- 
manden unabhängig ist, dürfen wir sie auch nach den wach- 
senden Werthen von n geordnet denken, also folgendermassen 
schreiben: A 

Dam 
(16) >= = 
So ist sie dann eine Dirichlet’sche Reihe von derselben Be- 
schaffenheit, wie die Reihe 5 voriger Nr.; in der That genüst, 
um dies einzusehen, die Bemerkung, dass, wenn 


gesetzt wird, 

A»=-a tg rg Tr TU 
bei unendlich wachsendem »n endlich bleibt. Das ergiebt sich 
aber mittels des Satzes in Nr. 1, nach welchem die Summe 


an ze)-: 


ist, wenn sie auf alle Glieder eines positiven reducirten Rest- 
systems (mod. 8PR) oder auch bei der erweiterten Bedeutung 
des Jacobi’schen Symbols, wenn sie über je SPR auf- 
einanderfolgende positive Zahlen n erstreckt wird. 


Da ausserdem a a 
SE 


ist, sobald m=n (mod. 8PR), so ist offenbar, wenn wir unter 
m den kleinsten positiven Rest von n (mod. 8 PR) verstehen, 


A=a+%+04,+:+ a, 
und wird daher niemals grösser als der grösste der Werthe 
L- A: ee Aspr—ı : 

Indem wir also die Resultate der vorigen Nr. auf die 
Reihe (16) zur Anwendung bringen, erkennen wir, dass diese 
Reihe für alle positiven Werthe von s eine stetige 
Funktion von s ist. Lassen wir daher s z. B. gegen 1, 
oder, indem wir s=1--o setzen, das positive g gegen 0 
convergiren, so wird der zugehörige Grenzwerth der Reihe er- 
halten, wenn man in ihren einzelnen Gliedern e=0 setzt, 
und somit findet sich die wichtige Gleichung: 
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, D 1 Der! 

(18) ie DA „Fe = al: 

Man bemerke, dass*links die Reihenfolge der Glieder ganz 
willkürlich ist, da die dort stehende Reihe unbedingt conver- 
girt, dass aber rechts die für die Summation angegebene 
natürliche Reihenfolge der Zahlen n durchaus erforderlich 
ist; die rechts stehende Reihe, gehört in der That zu den nur 
bedingt convergenten, und nur der Werth, welcher der natür- 
lichen Reihenfolge entspricht, giebt den Grenzwerth, um 
den es sich handelt. 

Wir fügen eine weitere Anwendung des allgemeinen Satzes 
der vorigen Nr. hier an, indem wir zwei Reihen von der 
Form (8) betrachten, von denen wir annehmen wollen, dass 
sie für alle s, welche gleich oder grösser sind als ein gegebener 
positiver Werth 6, convergent und einander gleich seien, in 
Zeichen: 


A, x An 
(13) > 4-2 Hure 

q et n 
wo auch die Grössen c, positive mit dem Index » unendlich - 
wachsende Werthe sein sollen. Es wird behauptet, aus 
der angenommenen Gleichheit (19) folge die völlige 
Identität beider Reihen, d. h. für jedes » sei 


[4 ’ 





Bei dem Beweise dürfen wir offenbar voraussetzen, dass 
c <cı sei, und die angenommene Gleichheit auch folgender- 
massen schreiben: 


oder auch so: 


= a\E 1 = FL CN 1 
ea. 
a = 
wo s’+6 für s gesetzt ist. Nun ist nach der Voraussetzung 
jede der beiden Reihen 
c,\e rfCy\I 
Ze) id Dei(e) 


1 
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convergent und demnach bleibt für jede von ihnen die Summe 
der ersten n» Glieder endlich. Somit erweisen sich jene beiden 
gleichen Reihen (20) als zwei Dirichlet’sche Reihen genau von 
der Art, wie sie in voriger Nr. mit $ bezeichnet worden sind, 
und sind folglich für alle Werthe s’>0O stetige Funktionen 
von s. Man erhält daher ihren Grenzwerth für einen beliebig 
grossen Werth von s’, indem man in ihren einzelnen Gliedern 
s’ diesen Werth annehmen lässt, wodurch aber, wenn s’ un- 
endlich gross gewählt wird, die Reihe links sich auf ihr An- 
fangsglied a,, die Reihe zur Rechten auf den Werth a,’ oder 
Null redueirt, je nachdem c,' gleich oder grösser als c, ist. 
Die Gleichheit beider Reihen erfordert also ec’ =c, zugleich 
mit a, =a,. Hiernach kann man in den vorausgesetzt glei- 
chen Reihen (19) beiderseits die ersten Glieder weglassen, er- 
hält auf solche Weise eine ähnliche Gleichung, auf welche 
nun wieder genau dieselben Schlüsse anwendbar sind, sodass 
sich auch  —@%, a, —.0,, ergebe une 

7. An die Dirichlet’schen Reihen knüpft sich ein höchst 
merkwürdiger Satz, den Dirichlet gefunden und bewiesen hat 
und welcher eine der wesentlichsten Grundlagen seiner zahlen- 
theoretischen Untersuchungen geworden ist. Dedekind hat 
gezeigt, wie derselbe mit den mitgetheilten Sätzen über Di- 
richlet’sche Reihen in unmittelbare Beziehung gesetzt werden 
kann, indem er eine Anzahl von allgemeinen Sätzen entwickelt 
hat, aus denen sie alle entspringen*). Wir wollen den Dirich- 
let’schen Satz zunächst aus diesen Betrachtungen von Dede- 
kınd entwickeln, indem wir sie jedoch nur insoweit benutzen, 
als dieser Zweck es erheischt. 

Sei also 


(21) Se 


eine Dirichlet’sche Reihe, oe eine positive Veränderliche. 
Unter M, verstehen wir den Ausdruck 


(22) M.=a04+0g-+ + in, 





*) Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie von Dirichlet, 
3. Auflage, S. 381. 
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während A, nach wie vor die Summe bedeutet 


(23) 4„,=4.+% +... +, 
woraus sogleich 
(24) ' d„ = A, — A,—ı ’ 
sowie 

M, = M,2 1 
(25) An — 


En 


folgt. Vermöge der letztern Gleichheit zieht man aus der 
Formel (23) die folgende: 


M, re 1} 1 1 
a ea) 


Nun ist aber 


wenn unter h; ein Werth zwischen ec; und e;ı, verstanden 
wird. Hiernach nimmt der vorige Ausdruck die Gestalt an: 


u 1] 0% T, NEE C 
26) u log © + log 4.47 = Jg 2 





und gestattet, folgende Behauptung zu beweisen: Wenn für 
die Dirichlet’sche Reihe (21) die Ausdrücke 


Ü i 


— und 
g; SEM 

bei unendlich wachsendem Index i gegen eine ge- 

meinsame (von Null verschiedene) Grenze ® conver- 


giren, so convergirt auch der Quotient 





log ce, 


gegen dieselbe Grenze. 





Aus der Voraussetzung ergiebt sich zuerst, dass r 
il 


M. 
gegen die Einheit, und dass auch der Ausdruck Sr gegen die 


gemeinsame Grenze ® convergiren muss. Zerlegt man nun 
die rechte Seite der Gleichung (26) in zwei Theile: 
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M, 2 
187 24, log Ar +7 


und 








so wird man, mit Rücksicht darauf, dass die Logarithmen 
sämmtlich positive Werthe haben, diese beiden Theile ein- 
facher folgendermassen darstellen können: 


IM - (log cm — log c,), M’. (log c. — log cm), 


. . . .. M. 
indem man unter M einen Mittelwerth der Grössen 7, 
1 


ee und unter M’ einen Mittelwerth der Grössen 
2 








m—1 
Han pi ni : 1 
7, bis „——— versteht. Lässt man sodann » und zugleich 
m n—] 


auch m unendlich wachsen, so werden die letztern dem Grenz- 
werthe & unendlich sich annähern, also lim. M’—= o sein, 
während die erstern und folglich auch M zwischen endlichen 
Grenzen verbleiben. Richtet man aber das gleichzeitige 


. log e 
Wachsen von m und n so ein, dass dabei RE, unendlich 
N 


abnimmt, so wird die Formel (26), nachdem sie durch log e, 
dividirt worden, bei solchem Grenzübergange die Gleichung 
ergeben: 


® A, 
(27) lim. Orc Hn 





Nachdem dies festgestellt ist, bezeichnen wir nun mit $, 
die Summe der ersten n Glieder der Reihe (21) und gewinnen 
für sie mittels der Beziehung (24) folgende Gleichung: 


Selen kur ar sonen) 


a1 n 





Nun kann man aber setzen 
C; 


i+1 
log z dx 1 1 
— lo h; ee 
fe „1re 8 (% 2) ’ 


. 








wenn wieder unter h; ein Werth zwischen c; und c;1ı ver- 
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standen wird. Mit Hilfe dieser Formel lässt sich die ‚vorige 
Gleichung so_ darstellen: 


AN A $ log zdx 1 Ye dx 
See 1 .. a — en = ee 
(28) n cQ log h, fe he log h ae „te 


n 





C El 


Hier zerlegen wir wieder die Summe zur Rechten in zwei 
Theile, indem wir die ersten m — 1 Glieder derselben zusammen- 
fassen und die übrigen Glieder desgleichen. Verstehen wir so- 
dann unter M einen Mittelwerth der Grössen 








A, A, er A 
logh,’ logh,’ log h._ı 
Fu Kee . ” m . 24,1 
und unter M’ einen Mittelwerth der Grössen — — bis ——— , 


log h,, log h 
so werden wir die genannten beiden Theile mit Rücksicht 
darauf*), dass die Integrale wesentlich positive Werthe haben, 
einfacher folgendermassen ausdrücken können: 


| “ log xdx ‚ : log © dx 
(29) ag Ra und M ia zer 


n—1l 





. ; FAN : 
Dem bereits Bewiesenen zufolge nähert sich Es bei 
oO 


unendlich wachsendem Index der Grenze &, Gleiches gilt aber 


i 





c; : P 
auch, da —-, wie bemerkt ist, gegen 1 convergirt, von 
eh 


A: 
_—_ und folglich auch von ———-- Verstehen wir demnach 
ED Fr log h, 


bei der obigen Zerlegung unter m einen festen aber hinreichend 
grossen, nämlich so grossen Werth, dass der Ausdruck 
1-+oeloge, 
9C, 





? 


der mit unendlich wachsendem m gegen Null convergirt, be- 
liebig klein wird und dass zugleich für jedes <> m sich 


*) Man darf beim Beweise c, —1 denken, indem man andernfalls 


S 2 
78 statt S betrachtet, wo ka —1. 


SU 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 


EB 
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“ 


DE „ um weniger als d von & unterscheidet, so liegt der 
i 


zweite der Theile (29) zwischen 
log xd log l 
fe und re 


und wird, wenn » unendlich gross wird, ae den Grenzen 


log dx log xdx 
fee Er und er nr 


d. 1. zwischen 





enthalten, also beliebig klein sein. Mit andern Worten: die 
rechte Seite der Gleichung (28) geht bei unendlich wachsen- 
dem n in eine convergente Reihe über. Da nun zugleich 
auf der linken Seite 

A A log ec, 


N n 








’ 
log c, e& 


so lange e ein, wenn auch noch so kleiner, doch positiver 
Werth ist, mit 2 = © unendlich klein wird, ergiebt sich für 
lım. $, oder für dieDirichlet’sche Reihe (21) der endliche Werth 


n=aR 


2 A: e log xdx oe log dx 
(30) 8 log h a ee + log nl. aıre r 


cı 








M, M, 

Unter der über die Ausdrücke 25 und FR: ge- 
machten Annahme ist also die Dirichlet’sche Reihe (21) 
für jedes noch so kleine positive og convergent. 

Das Produkt 08 aber convergirt, während die 
positive Grösse e unendlich abnimmt, gegen die 
Grenze o: 

(31) lim.oS=o. 
0=0 

Zum Beweise multipliciren wir die Gleichung (30) mit o 
und schreiben sie dann, indem wir wie bei (29) einen anfäng- 
. Jiehen Theil und den übrigen unterscheiden, folgendermassen: 
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"0 log log xd« oe log dx 
m: f re m. fr un 


oder auch so: 


ES fe log ade fo log xdx ‚ o log xd« 
(82) sm le/ „re v „ite ) mM of zite 
er Cm Cm 


wo dann M’ einen Mittelwerth aus den unendlich vielen 
Werthen 

ml. _mrı Amt2 

log h,’ log hr 1’ log h,, I 
bedeutet, der sich wieder, wenn m hinreichend gross gedacht 
wird, von dem Grenzwerthe & dieser Grössen nur um beliebig 
wenig unterscheiden und wenn wir hier m als veränderlich 
ansehen und unendlich wachsen lassen, diesem Grenzwerthe 
unendlich annähern wird. Wir wollen aber, während m un- 
endlich wächst, gleichzeitig oe unendlich abnehmen lassen, 
doch so, dass ,— en gegen 1 d.i. e log c„ gegen 0 con- 
vergirt. Hierbei nähert sich dann 








no 
E log 2d% gr i Ar Q log En 
h x! ao, 
Cm 
ebenso wie 


are ce 


yF logxd«e 1-+ologe, 


bei unendlich abnehmendem oe der Grenze 1, während M 
zwischen endlichen Grenzen verbleibt. Alles in allem giebt 
auf solche Weise die Formel (32) beim Uebergange zur 
Grenze o—=0 das behauptete Resultat: 

lim.oS=o.. 

e=0 

8. Nunmehr können wir ohne Mühe den Dirichlet’schen 

Satz beweisen. Er lautet so, wie ihn Dirichlet zuletzt 
ausgesprochen hat*), folgendermassen: Sind 


*) 8. Dirichlet, sur un theor&me relatif aux series, Crelle’s 
Journal Bd. 53. 
5* 
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(33) Eee ar Ba a 

positive, mit wachsendem n über jede Grenze hinaus 
wachsende und der Grösse nach geordnete Con- 
stanten, sodass allgemein %„<Ä„+ı ist, von der Be- 
schaffenheit, dass, wenn Z£ eine stetig und über 
alle Grenzen wachsende positive. Veränderliche und 
T die Anzahl der Constanten bedeutet, welche nicht 
= gegen eine 
Grenze >00 convergirt, so ist die unendliche Reihe 


\ ii 
> I- ur 


Aal 


srösser als Z sind, das Verhältniss 


für jedes positive o convergent und oS nähert sich bei 
unendlich abnehmendem o gleichfalls der Grenze ©. 

Wir bemerken zuvörderst, dass Dirichlet seinen Satz ur- 
sprünglich*) in einer etwas anderen und weniger allgemeinen 
Fassung ausgesprochen hat; statt nämlich die Voraussetzung 


N s 32 : 
so zu fassen, wie geschehen ist, dass — mit unendlich ab- 


nehmendem # gegen eine Grenze ® convergire, formulirte er 
sie dahin, dass man setzen dürfe 
T=o-.t+t.y(), 

wo y ein positiver Werth <1 und „(f) eine Funktion sei, 
welche kleiner bleibe als ein endlicher Werth ©. Man sieht, 
dass diese Voraussetzung unter der vorigen mitbegriffen ist, 
aber diese ist umfassender und würde z. B. auch zutreffen, 
wenn in der obigen Formel log t statt »(t) gesetzt würde. 

Um nun den Satz zu beweisen, bemerken wir weiter, 
dass sich in der Reihe (33) stets nur eine endliche Anzahl 
gleicher Werthe befinden kann. Denn, wären unendlich viel 
der Constanten von gleichem Werthe, so würde, wenn ? dem 
letztern gleich gewählt wird, 7 unendlich gross und das 


ee . ; : 
Verhältniss — von diesem Augenblicke an unendlich sein und 


bleiben, während es sich doch einem Grenzwerthe annähern 


*) 8. Dirichlet, recherches sur diverses applications de l’analyse 
infinitesimale ä& la theorie des nombres, Crelle’s Journal, Bd. 19 u. 21. 
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soll. Hiernach werden wir also, wenn wir die Reihe (33) 


‚von Anfang an durchgehen, zunächst eine Anzahl m, von 


Grössen finden, welche gleichen Werth ‘c, haben: 
h=h=m. un, =4; 
dann m, Grössen von dem gemeinsamen Werthe > c;: 
kim +ı = km+2 =" = km+m, = 6, 
darauf m, Grössen vom gemeinsamen Werthe c, > c;: 
Me 1 TH Aue nme = 
u. s. f; sodass die Reihe (34) sich folgendermassen schreiben 
lässt: 


Se i 





oder auch, wenn man 
(35) —=(; 


setzt, als eine Dirichlet’sche Reihe: 


ll i 


für welche der oben mit M,; bezeichnete Ausdruck 


M=-as+%o rt a 
identisch ist mit 
M;=m tm +: -+m. 


Lässt man aber ? von O an wachsen bis gegen c,, so ist 7 
constant gleich 0, wird gleich m,, wenn it den Werth c, er- 
reicht, und behält diesen Werth, während £ gegen «, hin 
wächst; von t=c, an ist T=m, + m,, so lange i den 
Werth c, noch nicht erreicht hat; von t=c, an wird 
T=m, + m, + m, und behält diesen Werth, so lange { 
noch nicht den Werth c, erreicht hat, u.s.w. Demgemäss 
wird allgemein der Quotient a während ? von c; an gegen 
C;+ı hin wächst, vom Werthe 

M, m tm; +. +m, 


C; C; 





an abnehmend gegen 
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M; m+m+..+m, 
Be in Sc | 
convergiren, und, indem £ durch den Werth c;ı, hindurchgeht, 
unstetig zum Werthe 

M; 41 m meter m en 

G41 zn G-+1 
überspringen. Soll also mit unendlich wachsendem t das Ver- 








.. . f& # .. e 
hältniss —- gegen- @ convergiren, so müssen auch alle diese 


Ausdrücke derselben Grenze näher und näher kommen, mit 
andern Worten: 





i GH 

müssen mit unendlich wachsendem Index i gegen ® convergiren. 

Dem vorigen Satze zufolge conv&igirt aber dann die Reihe $ 

für jedes positive oe und lim. 08 ist &, was zu beweisen war. 
e0=0 


Hervorzuheben ist seiner späteren Verwendung wegen ein 
Specialfall des allgemeinen Dirichlet’schen Satzes, 
der sich so ausspricht: 


Sind a, b zwei positive Werthe, so convergirt die 
Reihe 
1 1 1 


rt era are 


für jedes positive oe und lim. 09 ist 2. Denn in diesem 
Falle bilden die Grössen *”° £ 
b, a+b, 2a+tb, Ba-tb,... 
die Reihe (33); die stetig wachsende Grösse. t kann man durch 
t=na--b + 09a 


darstellen, indem man » die Reihe der ganzen Zahlen, und. 
für jeden Werth von n die Grösse © das Intervall von O bis 1 


durchlaufen lässt. Der Quotient e liest dann für jedes be- 


: . n+1 n+t1 . 
stimmte n» zwischen Sazen, und ERDE welche beide 
1 ; | 
mit unendlich wachsendem n gegen —_ eonvergiren, sodass 
2 5 1% 
auch lim. — — — ist. 
t a 


I=a» 
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9. Auf diesen Specialfall des allgemeinen Satzes hat 
Dirichlet seinen Beweis des letztern begründet; ursprünglich 
verwendete er dabei die [-Funktionen, sein späterer, sehr ein- 
facher Beweis aber“) ist von ihnen unabhängig. Bei der 
srossen Wichtigkeit des Dirichlet’schen Satzes für die 
zahlentheoretischen Probleme, welche im Folgenden behandelt 
werden sollen, wollen wir der vorher gegebenen Her- 
leitung desselben noch diesen Dirichlet’schen Beweis 
hier anfügen, was mit wenig Worten geschehen kann. 


[2 . . 1° 
Es ist gezeigt worden, wie aus der Annahme, dass -- 


mit unendlich wachsendem ? gegen & convergirt, Gleiches sich 





| ee AUF 
auch ergiebt für die Verhältnisse — und oder, was das- 
i 


GH 

PER M; ,_. 
selbe ist, für die Verhältnisse —— und — bei unendlich 
wachsendem Index i. Sei nun %k, eine derjenigen Constanten 
der Reihe (33), welche den gemeinsamen Werth c; haben; ist 
es die letzte von ihnen, so ist 


E n=m tm +: 4m: 





und folglich 


ist es nicht die letzte, so ist n zwischen M;_, und M; ent- 
halten, also 


N . 
— zwischen 


n i 


Co 
a 
Ss 


und folglich nähert sich auf alle Fälle auch “ bei unendlich 


n 


wachsendem n der Grenze »®, sodass man für alle », welche 
gleich oder grösser sind als eine hinreichend grosse Zahl v 


o—d<-<o+0 


setzen kann, wo Ö beliebig klein ist. Hieraus ergiebt sich 
allgemeiner 


*) In der obengenannten Abhandlung: in Crelle’s Journal, Bd. 53. 
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z 1 Ö 1 x 1 
(37) (w— H)Ite > Ar => ar <(o + ö)1t2 P2, ige 


Diese Ungleichheiten zeigen zunächst, dass 
[0/0] 
Da 
‚1-0 
1 ki, ; 


für jeden positiven Werth von eo zugleich mit der Reihe 


1 i ‘ 
—— convereirt. — Die Summe 
- nıre = 


s < 1 
=) Dar 


ist aber offenbar nur der besondere Fall der Reihe (36), wel- 
cher den Werthen «=1, b=v entspricht. Wenn man also 
jetzt, wie Dirichlet es thut, den Specialfall des allgemeinen 
Satzes beweist, so geht aus ıhm der Beweis dieses letztern 
unmittelbar mittels der Ungleichheiten (37) hervor. Wir 
ziehen hier vor, die Methode Dirichlet’s direkt auf die Summe 
(38) anzuwenden und so den Specialfall zugleick mit dem 
allgemeinen zu begründen. 


Das Integral 
[0'°) 
a 
„re ov! 
V 


können wir auch als unendliche Reihe schreiben: 





1 - F 
Da aber yon der untern zur obern Grenze hin abnimmt, 
x 


so ıst das Integral unter dem Summenzeichen kleiner als 
er und man findet daher sogleich die erste Ungleichheit: 
N 


[es] 


(39a) : : 


ar nıIre? 
das Integral unter dem Summenzeichen ist aber andererseits 


grösser als und demnach findet sich zweitens: 


1 
(n AR 
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—] 


os 


a 


1 1 
rer 


Nn=V 





3 


[e'>) 


1 1 Y 
(39b) Sara > Dam 


Nn=V 





Hieraus entstehen die beiden Ungleichheiten: 


1 N 1 1 0 
„2 = n!te E „® um „ıte? 


NR—=V 


aus denen, wenn o unendlich klein wird, sich 


£ 1 


ergiebt. Geht man folglich auch in den Ungleichheiten (37) 
zur Grenze g=( über, so findet sich aus ihnen mittels dieses 
Resultates offenbar, dass der Ausdruck 


0 > nt 
‚1-0 
v kurs 


für jedes hinreichend kleine o zwischen den Grenzen 
oe—e:e und ot: 


enthalten sein wird, wo &g, wie vorher Ö, einen beliebig kleinen 
Werth bedeutet; und da ersichtlicherweise 


v—1 
re: 
9 * 2„1r0 


mit unendlich abnehmendem oe unendlich klein wird, erhält 
man, wie zu beweisen war, 


[0] 
. 1 
lım. a er ee 0. 
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Der Satz von der arithmetischen Progression. 


1. In diesem Abschnitte werden wir den schon ausge- 
sprochenen Satz von der arithmetischen Progression nach 
Dirichlet’s Vorgange beweisen. Er gehört zu den vielen 
zahlentheoretischen Sätzen, welche zwar leicht durch eine fort- 
gesetzte Induction sich auffinden liessen, deren Beweis aber 
nur einer tiefen Ergründung aus allgemeineren Principien ge- 
lang und so zur Quelle neuer wichtiger Entdeckungen ward. 
Theilt man in der That die auf einander folgenden Primzahlen 
durch einen gegebenen Divisor M, so wird man finden, dass 
— abgesehen von der endlichen Menge der Primzahlen, aus 
welchen M besteht — unter den Resten derselben jeder zu 
M prime Rest N (mod. M) fort und fort sich wieder ein- 
stellen wird, ja sogar, dass das Verhältniss der Zahlen, welche 


für irgend zwei solche Reste angeben, wie oft sie bis zu einer 


gewissen Primzahl hin erschienen sind, bei stets weiterem 
Fortgange in der Reihe der letzteren die Einheit zur Grenze 
hat; mit andern Worten: es stellt sich das Gesetz heraus, 
dass eine arithmetische Progression M&+ N, in welcher 
M, N ohne gemeinsamen Theiler sind, unendlich viele Prim- 
zahlen enthält, sowie, dass die Primzahlen auf die verschiedenen 
arithmetischen Progressionen dieser Art sich annähernd gleich 
vertheilen. 

Indem wir von dem zweiten Theile dieses Inductions- 
gesetzes hier absehen wollen, setzen wir nunmehr die Methode 
auseinander, durch welche Dirichlet die Richtigkeit des ersten 
Theils desselben strenge bewiesen hat. Es genügt, wie leicht 
zu sehen, den Fall eines ungeraden N zu betrachten und den 


# 
. 
u 
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behaupteten Satz für die arithmetische Progression SUx + N 
zu beweisen, in welcher SM und N (also auch M und N) 
relativ prim sind, denn, wenn diese Progression für alle Werthe 
%=Y,,Ys, Ya, --.- Primzahlen darstellt, so stellt die Progression 
Mx-- N dieselben Primzahlen dar, wenn man x = 8y,, 
8%, 8y3, ... wählt. Der grösseren Einfachheit wegen be- 
schränken wir uns also auf solche Progressionen, bei denen 
die sogenannte „Differenz“ durch 8 theilbar ist. Nennen wir 
diese Progression wieder einfach 


(1) M&-+N, 
so wird M, in Primzahlpotenzen zerlegt, die Form haben: 
(2) M = 2° es D2 De Br 


worin c>3 ist, und u mag die Anzahl der verschiedenen un- 
geraden Primfaktoren 9,, Ps; Ps, - .. bedeuten. 

Der Weg, welchen Dirichlet einschlug, um den genannten 
Satz zu beweisen, war schon von Euler betreten worden, 
indem dieser aus seiner Formel (20) $8. 11 auf die Existenz 
von unendlich vielen Primzahlen schloss. Lässt man nämlich 
in dieser für jedes s> 1 bestehenden Gleichung s gegen 1 
convergiren, so würde das Produkt, falls die Anzahl aller 
Primzahlen nur’ eine endliche wäre, nothwendig endlich ver- 
bleiben, während doch die Summe auf der rechten Seite der 
Gleichung dann über jeden Werth hinaus wächst. 

2. Indem wir nun diesen Weg weiter verfolgen wollen, 
schicken wir zunächst eine Betrachtung voraus, welche dabei 
vonnöthen und später in ähnlicher Weise zu wiederholen ist. 
Aus den Elementen der Zahlentheorie ist bekannt*), dass, 
wenn g,,9a,..: primitive Wurzeln für die Moduln p»4:, p%:, ... 
bedeuten und man setzt 


9, =y9(), =gp(p%), 
1 
ee CH ie 


für jede zu M relativ prime Zahl » folgende Congruenzen 
stattfinden werden: 


Byn=(—1)*5°(m0d.2°), n= gl:(mod. pt), = 9% (mod.p@) .-- 


1 


*) S. z. B. meine Elemente der Zahlentheorie S. 100—102. 
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worin v,,vy, ... Je eine bestimmte. Zahl der Reihen 
0,1, 2,...98, — 137 .0,71,25... oo | 
« eine bestimmte der beiden Zahlen 0,1 und A eine bestimmte 
Zahl der Reihe 0,1,2,...7—1 bezeichnen. Diese Zahlen 
&,.A, Yy Vgy a... heissen die Indices der Zahlız 
Bezeichnen nun ferner 6, 7, ®,, @, ... irgendwelche 
Wurzeln der’ Gleichungen 
(4) Br 1, oa =], 0 — Lu 
so wollen wir 
(5) ı(n) = nt oh o .-- 
setzen und einen Öharakter der Zahl n nennen. Solcher 


Charaktere giebt es demnach für jede Zahl so viel, als es ver- 
schiedene Combinationen der möglichen Wurzeln giebt, nämlich 


(6) 2y98,8:=g(M). 


Welche Combination 6, 7, @,, ©,... wir aber auch be- 
trachten, stets ist für jedes Paar zu M relativ primer Zahlen 
n, n’ die Gleichung 
(7) x) 2a) = aan‘) 
erfüllt. Denn sind «’, A’, vi, v3, ... die Indices von n’, so 
ist einerseits 


X (n’) — g« n* or ro .o , 
andererseits sind 
4 [4 ‚ ‚ 
© 0,444, vı+tv, wHtr, 
den Indices von »n’ nach den Moduln 2,y, ®,, ®,, ... resp. 
congruent und demnach 
y (nn’) == gerte'. es . ahnt. ar rr rs 
‘ ‚ ‚ ‚ ‚ 
Sind dagegen 6, 7, @,, @,, ... und 0,n,0,, os 
zwei Wurzelcombinationen, die auch identisch sein können, 
so entsteht daraus stets eine ganz bestimmte dritte nach den 
Gleichungen: 
' [24 ’ [20 4 „ [4 ZZ 
=, mn, WTA, ,m—@,:' 


d.h. zwei Charaktere x(n), x’(n) setzen sich stets nach der 
Formel 


Der Satz von der arithmetischen Progressiön. 17 


8) in) a)=r m), 
welche dann für jede zu M prime Zahl n gilt, zu einem 


dritten Charakter zusammen. Wir wollen denjenigen Charakter, 
welcher den Wurzeln 


zen —l, 9, —l1l,=«:-- 
. entspricht, den Hauptcharakter nennen; er hat offenbar 
für jede der Zahlen n» den Werth 1. Setzen sich zwei Cha- 
raktere zum Hauptcharakter zusammen, so sollen sie ent- 
gegengesetzte Üharaktere heissen. Soll ein Charakter ambige 
d.i. sich selbst entgegengesetzt sein, so muss für jede 
der Zahlen n d. i. für jedes der zulässigen Werthsysteme 
Bde, ... 
Lee Zum) Der I eg 

sein, woraus, indem man successive jede der Zahlen «@,A,v,,v,,... 
gleich 1, die übrigen gleich O wählt, sofort sich ergiebt, dass 

die sämmtlichen ambigen Charaktere, einschliesslich des Haupt- 
“ charakters, erhalten werden, indem man 

einer il,os rl 8 -Htrl,. 

wählt. Da die sämmtlichen Exponenten in den Gleichungen (4) 
gerade sind, hat jede von ihnen die beiden Wurzeln +1; 
demnach ist die Anzahl aller ambigen Charaktere, einschliess- 
lich des Hauptcharakters, gleich 2“+?. Für alle übrigen Cha- 
raktere ist also mindestens eine der Wurzeln 0, 7, ®,, @s,... 
imaginär und deshalb ‚nennen wir auch diese Charaktere ima- 
ginär; der Charakter, welcher dem conjugirten Wurzelsysteme 
B=!, n!, or!, @',... entspricht, soll dem zum ersteren 
gehörigen Charakter conjugirt heissen. Conjugirte Charaktere 
sind stets von einander verschieden. — 

Wir bemerken schliesslich noch drei wichtige Formeln. 

1) Da Zahlen, welche (mod. M) congruent sind, die gleichen 
Indices haben, so muss für jeden Charakter 
(9) ı(n)=yx(n’) sein, wenn n==n’ (mod. M). 

2) Da andererseits, wenn n alle Glieder eines reducirten 
Restsystemes (mod. M) durchläuft, die Indices &,A,v,,%;,... 
alle ihre zulässigen Werthe durchlaufen, so wird für jeden 
Uharakter die Gleichung bestehen: 
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Dr (n) -, gemonw..., 


letztere Summe über alte jene Werthe erstreckt, d. i. gleich 
dem Produkte: 


(+0) 
-A+a tP +47) 
d+0+ol+ +09) 
(+09, +04+ +09) 


Sind aber nicht sämmtliche Wurzeln 8, n, ®,, ®,,... gleich 1, 
so wird mindestens einer der Faktoren gleich Null und somit 
ergiebt sich der Satz: 

Für jeden Öharakter mit Ausnahme des Haupt- 
charakters ist die auf ein reducirtes Bestsystem 
(mod. M) bezogene Summe 


(10) > ın)=0; 


für den Hauptcharakter dagegen ist nach (6) 
(10a) Dr) = PM). 


3) Wir bilden endlich die Summe 


> a yt @rı Wr --. 
0° 7" 07: 02 


auf alle Charaktere oder Wurzeleombinationen bezogen. Er- 
innern wir hierzu daran, dass sämmtliche Wurzeln einer Glei- 
chung <”=1 durch 
2 —1 
1,20 509% 2:720% 


r 27 ERDE ö 
ausgedrückt werden, wenn @= c0s — + ti sin — gesetzt wird; 
oO I m m > ? 
demnach wird die Summe ihrer A*® Potenzen gleich 


mh 
1 nn PL u 27 _ — gm — dh — 7 — 
[71] — 
und daher, wenn A < m ist, immer Null sein, mit Ausnahme 
des Falles = 0, wo sie gleich m ist. In Anwendung hier- 


von wird jene Summe, welche gleich 
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Ze Zr Zul. 


gesetzt werden Si Rn Br wenn nicht sämmt- 
liche Indices «, A, v,, v3, ... Null a Und hieraus folgt 
der Satz: Für jede der Zahlen n ist die auf alle Cha- 
raktere bezogene Summe 


(11) Dım)=0, 


mit Ausnahme derjenigen Zahlen n, deren Indices sämmt- 
lich gleich Null sind d. i. welche =1 (mod. M) sind, 
für welche 


(11a) Dırm)=p(M) 


181,7 
3. Setzen wir nunmehr 
(12) fy-, 
N 
so besteht, da y(1) gleich 1 ist, die Gleichung 
(13) A (1) —=1 , 


sowie auch, der Formel (7) gemäss, für je zwei Zahlen n, »’ 
welche zu M relativ prim sind, und für jeden Charakter die 
Gleichung 

(14) fo) fo) = rum). 

Endlich ist die ynendliche Reihe 


(15) 2 (yadın wm, 


-worin n alle positiven, zu M primen Zahlen erhalten soll, 
unbedingt convergent, so lange die hier reell vorausgesetzte 
Grösse s>1 ist, da ihre Modulreihe nur ein Theil der als- 
dann convergenten Reihe 
De 
mn 


ist. Diese Aussage über die Reihe (15) lässt sich sogar ver- 
vollständigen, indem man hinzufügen darf: sie ist eine stetige 
Funktion von s für jedes s> 1, denn sie ist eine Reihe gleich 
der Reihe (7) vorigen Abschnittes, falls man in dieser 
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a ala RE ae 


setzt, je nachdem » mit M einen gemeinsamen Theiler hat 
oder nicht; in der That ist dann mod. a, stets <1 und der 
dortige Satz (in Nr. 3) über die Reihe (7) ist anwendbar. 

Aus dem Gesagten folgen aber nach Nr. 5 des 1. Ab- 
schnittes nachstehende beide Gleichungen: 


DACHKE ıR) 
% Il-a-2" 
g’ 
und 


1 z 1 
ID ae lg I, 
q qQ = 











n 


in denen die Operationen links über alle von 2, 9,, Ps, --- 
verschiedenen Primzahlen q, rechts über alle zu M primen 
positiven Zahlen n zu erstrecken sind. 

Es wird sich wesentlich darum handeln, zu untersuchen, 
wie sich die Reihe (15) verhält, wenn s Ben Werthe 1 oder, 
indem man s=1--o0 setzt, wenn die positive Veränderliche 
der Grenze 0 unendlich sich annähert. Die Antwort auf diese 
Frage lautet aber sehr verschieden, je nach dem besonderen 
Charakter, welcher unter y(r) verstanden wird. Wir haben 
drei Fälle zu unterscheiden: | 

1) wenn %(n) der Hauptcharakter also für jede der 
Zahlen n gleich 1 ist; die entsprechende Be (15) heisse 
R,, sodass - 


(18) & = ae 


ist, die Summation auf alle positive ganze Zahlen n erstreckt, 
welche zu M prim sind; 

2) wenn x(n) einer der übrigen ambigen Charaktere ist; 
diese Reihen der zweiten Kategorie mögen R, heissen; sie sind 
also von der Form: 


a _ SIE. Ey*- Eye... 
(19) RB, 2 ie 








worin die Vorzeichen irgend eine der möglichen Combinationen 
derselben darstellen, ausgenommen diejenige, wo sie sämmtlich 
positiv sind; die Anzahl dieser Reihen ist also 2«+? — 1; 
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3) wenn 4 (n) einen der imaginären Charaktere bezeichnet. 
Diese Reihen der dritten Kategorie mögen R, heissen. 

4. Die Untersuchung der Reihen der zweiten Ka- 
tegorie bot Dirichlet anfangs dıe grösste Schwierigkeit, die 
zu überwinden ihm nur durch indirecte und ziemlich compli- 
cirte Betrachtungen gelang; später erst überzeugte er sich, 
dass sich das Ziel auf anderem Wege viel kürzer erreichen 
lasse: durch eine eigenthümliche Umformung des allgemeinen 
Gliedes der Reihe (19) stellt sich nämlich ein inniger Zu- 
sammenhang derselben mit einer ganz anderen Frage heraus, 
zu deren Erledigung Dirichlet eben dadurch veranlasst worden 
ist, nämlich mit der Bestimmung der Anzahl von lassen 
äquivalenter quadratischer Formen für eine gegebene Determi- 
nante. Diese Umformung ist die folgende: 

Wir wollen die verschiedenen ungeraden Primfaktoren, 
aus denen M zusammengesetzt ist, in zwei Arten unterscheiden, 
in diejenigen nämlich, welchen in A, die Wurzel. +1, und 
diejenigen, welchen die Wurzel — 1 entspricht; das Produkt 
jener heisse 5, das der letzteren P; P resp. S würde durch 1 
zu ersetzen sein, wenn die Anzahl der bezüglichen Primfaktoren 
Null wäre; falls 8 und n beide + 1 sind, wird P mindestens 
einen Primfaktor enthalten, also von 1 verschieden sein. 
Dies vorausgeschickt, sei p, einer der Primfaktoren von P, 
dann ist g, als primitive Wurzel (mod. p%) auch eine primi- 
tive Wurzel von p,; wegen der Congruenz » = g}: (mod. pi) 


wird also (4) —= + 1 sein, je nachdem v, gerade oder un- 
1 


gerade ist, also (4) —= (— 1)”, und ähnliches gilt für die 
übrigen Primfaktoren von P. Ferner aber folgt aus der ersten 
der Öongruenzen (3) 


n = (— 1)*- 5? (mod. 8) 


und, da *°=5 oder *=1 (mod. 8) ist, je nachdem A un- 
gerade oder gerade ist, so findet man 


=] (mod. 8), wenn « gerade, A gerade 





n=5 * „ a gerade, A ungerade 
n=t er „  « ungerade, A gerade 
n=5 n; „  « ungerade, A ungerade 
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ist, also 


ee 


Man erschliesst hieraus allgemein 





n—1 n®—1 
2 8 


engen ei 
und folglich als allgemeines Glied der Reihe (19) den Ausdruck 


n—1 "?—l1 


ee 
:P tree 








Setzen wir nun 
D-=-HP8$? oder WH DIE PB 


je nachdem 


y=+]1 oder „=-—]1l 
ist, und wählen: dann das Vorzeichen so, dass 
‚+P=1 odr +P=3 (mod. 4) 


ıst, je nachdem 
== 1 + oder agree 


ist, so stimmt die Bedeutung der Zeichen ®, n vollkommen 
mit derjenigen überein, welche den Zeichen Ö, e resp. in Nr. 1 
des vorigen Abschnittes beigelegt worden ist, und wenn man 
bedenkt, dass offenbar die Zahlen n, welche zu M prim d.h. 
durch die Primfaktoren von P und S und durch die Zahl 2 
nicht theilbar sind, mit den relativen Primzahlen zu 2 D über- 
einstimmen, so findet man mit Rücksicht auf die dortige 


Gleichung (5) 


ei u AT D 
ee 


und die Summe (19) geht über in die folgende: 


(20) nz enhien 


welche sich über die genannten Zahlen », nämlich über alle 
zu 2D primen positiven ganzen Zahlen erstreckt. — 

Für die Reihen der ersten und zweiten Kategorie 
sind wır nun schon im Stande, die in vor. Nr. gestellte 
Frage zu beantworten. 
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Was zunächst die Reihe R, anlangt, so werden wir diese, 
für jedes positive og unbedingt convergente Reihe in p(M) 
Theilreihen zerlegen können von der Gestalt 


1 
Ro (Mg m)! tr?’ 


3) 





welche sämmtlich erhalten werden, wenn man m die relativen 
Primzahlen zu M, die kleiner sind als M, annehmen lässt. 
Jede solche Theilreihe, mit e multiplieirt, wird aber nach 
dem Specialfalle des Dirichlet’schen Satzes (Formel (36) vor. 


Abschn.) bei unendlich abnehmendem g gegen die Grenze = 
convergiren, und somit findet sich die Gleichung: 
- M 
(21) lim. oe a 
e=0 
Für die Reihe (20) aber finden wir mit Hilfe von For- 
mel (18) vor. Abschn. die Gleichung 


S1/D\ ı 
22 SER 
=. n=l 
in welcher die Summation zur Rechten über alle positiven 


ganzen Zahlen n, aber in der natürlichen Reihenfolge, 
erstreckt werden darf, wenn man wieder übereinkommt, das 


Jacobi’sche Symbol BE —( zu setzen, so oft » und 2D 


einen gemeinsamen Theiler haben. Für die Dirichlet’sche 
Untersuchung ist es nun wesentlich, festzustellen, 
dass dieser Grenzwerth der Reihen der zweiten Kate- 
gorie von Null verschieden ist. Wir werden diesen 
Nachweis bei der Bestimmung der schon genannten 
Classenanzahl führen und nehmen dies Resultat be- 
hufs der jetzigen Untersuchung hier vorweg. 
5. Sei nun endlich 

N 
(23) n=- Hr 
eine Reihe der dritten Kategorie, sodass von den Einheits- 
wurzeln ®, 7, ®,,@,, ... wenigstens eine imaginär ist. Setzt 


man dann statt des imaginären Charakters y(n) den dazu 
6* 
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conjugirten, so erhält man eine zweite, von A, verschiedene 
Reihe der dritten Kategorie, welche Rz; heisse; offenbar ist sie 
conjugirt imaginär zu R,. 

Diese Reihen der dritten Kategorie sind sämmtlich Di- 
richlet’sche Reihen von der unter Nr. 5 vor. Abschn. be- 
trachteten Art. Versteht man nämlich wieder unter a,, je 
nachdem n relativ prim ist zu M oder nicht, den Werth x(n) 
oder 0, so nimmt (23) die Gestalt an 


je.) a, 
(24) R, =D 


tl 


Ferner aber ist mit Rücksicht auf (9) 
(25) A —=0Q, 80 oft n=n (mod. M) Ast; 


und endlich ergiebt sich aus (10), da der Charakter x (n) vom 
Hauptcharakter verschieden ist, die Gleichung 


a a, Fach 

Ist daher n=r (mod. M), wo r den kleinsten positiven Rest 
von n bedeutet, so folgt hieraus mit Rücksicht auf (25) all- 
gemein 

4.=4,+%+ +=,+%+. 70% 
und folglich bleibt für die Reihe (24) die Summe A, stets 
kleiner als die grösste der Summen A,, A,,... Av-ı. Hier- 
mit können wir auf die Reihe (24) d.i. auf jede Reihe der 
dritten Art den Satz der angezogenen Nr. anwenden und 
aussagen: Jede Reihe der dritten Art ist eine stetige 
Funktion von s=1-+o für jeden positiven Werth 
von s, und ihre Ableitung nach s ist es auch. | 

Hieraus fliesst 


Fr EST) 
er 


Zwei Fälle nur sind denkbar: entweder ist dieser Grenz- 
werth von Null verschieden, oder er ist Null. 
Gesetzt der zweite Fall fände statt; wenn wir 


R,= g9(s) + iy (8) 
R;=9(s) — iv (s) 








also 
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setzen, so sind dem eben Bemerkten zufolge nicht nur o(s) 
und »(s), sondern auch @’(s) und %’(s) stetige Funktionen 
von 5 für jedes positive s, und nach der Voraussetzung müsste 


lim. Ro) Hi) 0 
1-0, vU)=0 


sein. Für einen sehr kleinen positiven Werth von o. fände 


man dann 


also auch 


= eolp(l+de) Hiv(l+ eo) 
RB = op (1 + de) — iv/(l + eo)], 
wo d, & positive echte Brüche bezeichnen, also 
R-RB=-elp(l+do”+#(l + eo) 
oder 
< : R, R; Ye 2 L 2 
(26) an sen URS UnLEN, 
= 
ein Grenzwerth, der jedenfalls nicht negativ ist. 

Auf Grund hiervon lässt sich beweisen, dass von 
jenen beiden denkbaren Fällen nur der erste ein- 
treten kann. Zu diesem Zwecke knüpfen wir an die Glei- 
chung (17) an, die wir uns für irgend einen der Charaktere 
aufgestellt denken. Unter N werde irgend eine zu M prime 
Zahl verstanden; genügt dann N’ der Congruenz NN =| 
(mod. M), so wird x(NN)=yz(l) d.h. 

(27) a! 
sein. Wir multipliciren dann die Gleichung (17) mit y(N’) und 
addiren über sämmtliche Charaktere; so entsteht die Gleichung 


Bi Dana) DDr) + 
(28) q der, Gar er 
Zain, 
X TER 


in welcher nach (11) im ersten Gliede der linken Seite nur 
diejenigen Primzahlen verbleiben, für welche Nqg==1 oder 
q=N (mod. M) ist, im zweiten Gliede nur diejenigen Prim- 
zahlen q, für welche N’g’==1 oder = N (mod. M) ıst u. s.w.; 
und mit Rücksicht auf (11a) nimmt die Gleichung 
folgende einfachere Form an: 


86 Vierter Abschnitt. 


h 1 1 1 7 ir 
(29) va).| a 2 R in Dun), 
q q 32 ’ 


[27 N 








in welcher die Summationen links der Reihe nach sich über 
diejenigen Primzahlen erstrecken, deren erste, zweite, dritte 
Potenzen u. s. w. (mod. M) congruent N, oder Zahlen der 
arithmetischen Progression Mx + N sind. 

6. Wir betrachten insbesondere den Fall, wo N also 
auch (N) und x(N ) gleich 1 sind. In diesem Falle lautet 
die Gleichung (29) so: “ 


(30) 9m) | >, + 1: +] = I (os B3 = 


Indem man aber bei der Summation zur Rechten die drei 
oben unterschiedenen Arten von Reihen für sıch zusammen- 
hält, kann man die rechte Seite folgendermassen schreiben: 


(31) log R, + 2) log R, -+ 2) log R,Rs, 
die erste Summe auf alle Reihen %, der zweiten Art, die 
zweite Summe auf alle Paare von je zwei conjugirt imaginären 
Reihen der dritten Art erstreckt*). Und mit Hilfe der so 
geschriebenen Gleichung wollen wir nun den Nach- 
weis führen, dass der Grenzwerth jeder Reihe der 
dritten Art für ein unendlich abnehmendes positives 
oe von Null verschieden ist. 
Nehmen wir an, für p conjugirte Paare solcher Reihen 
sei der Grenzwerth im Gegentheil Null. Der für ein solches 
Paar erschlossenen Formel (26) gemäss werden wir für jedes 
jener Paare setzen dürfen: 


log R,R)—= — 2log +logL, 


wo L bei unendlich abnehmendem o gegen einen endlichen 
positiven Werth (inclusive Null) convergirt, log Z also sicher- 
lich nicht + oo wird; für jene p Paare erhalten wir also 


Dog RR — — 2 log — + log 77, 


wo für log L’ dasselbe gilt, und diese Gleichung bleibt sogar 





*) Die Logarithmen bedeuten hier überall ihre reellen Werthe. 
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bestehen, wenn die Summation auch über diejenigen Paare 
mit erstreckt wird, deren Grenzwerth von Null verschieden 
ist, für welche also R,Rz; gegen einen endlichen positiven 
Werth conversirt. 

Weiter haben wir aber bereits bemerkt, wenn der Be- 
weis dafür auch erst später erbracht werden wird, dass jede 
Reihe R, gegen einen endlichen von Null verschiedenen Werth 
und daher log R, gegen einen endlichen Werth conversirt. 
Und endlich folgt aus (21) 


log R, = log = -+ log 2”, 


wo log ZL” endlich bleibt, so dass schliesslich der ganze Aus- 
druck (31) folgendermassen geschrieben werden kann: 


1 > 
— (29 — 1) log ge + R, 


wo It bei unendlich abnehmendem o jedenfalls nicht + 
wird. Die rechte Seite der Formel (30) würde also, wenn o 
positiv unendlich klein wird, negativ unendlich werden, wäh- 
rend die linke Seite, wie klein eg auch sei, nicht aufhört, 
wesentlich positiv zu sein. Aus diesem Widerspruch folgt 
aber die Richtigkeit der Behauptung. 

7.. Kehren wir nunmehr zur allgemeinen Gleichung (29) 
wieder zurück. Dem bisher Bewiesenen zufolge wird rechts 
jeder Logarithmus gegen einen endlichen Werth convergiren, 
wenn oe unendlich klein wird, mit alleiniger Ausnahme des 
Gliedes, welches dem Hauptcharakter entspricht, nämlich des 
Gliedes log R,, welches unendlich wächst. Wird aber somit 
‚bei unendlicher Abnahme von o die rechte Seite unendlich, 
so muss dasselbe gelten von der linken. Nun ist jedoch 
offenbar der Ausdruck 

1 1 1 1 
sl 3 N 
q 9 
wie klein og auch werde, kleiner als der folgende: 


1 1 1 1 1 1 
Da er 


-in welehem die Summationen, statt nur über die in den 
: vorigen Summen in Betracht kommenden Primzahlen, viel- 
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mehr über alle positiven ganzen Zahlen m >2 sich erstrecken, 
d. ı. kleiner als 


2 IN; Hi 
2< ae 2 m—1 miese 


Hieraus ist zu schliessen, dass bei unendlich abnehmendem o 
die erste Summe zur Linken: 


2e 1 
Y T 
unendlich wachsen muss, was nicht geschehen könnte, wenn 
sie nur aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestände. 
Also: es giebt unendlich viel Primzahlen g, deren erste 
Potenz nach dem Modulus M congruent N ist, oder: in der 
arithmetischen Progression M£c-+ N, in welcher M, N 


zwei Zahlen ohne gemeinsamen Theiler sind, giebt es 
unendlich viel Primzahlen. 
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Die Classenanzahl quadratischer Formen. — 6rundformel. 


1. Es ist bereits erwähnt worden, dass Dirichlet durch 
seine Behandlung der Aufgabe von der arithmetischen Pro- 
gression veranlasst worden ist, die bei derselben angewandten 
analytischen Grundsätze auch für andere zahlentheoretische 
Aufgaben, insbesondere für die Bestimmung der Anzahl nicht 
äquivalenter Ulassen von quadratischen Formen einer gegebenen 
Determinante zu verwenden. Wir gehen jetzt dazu über, von 
dieser berühmtesten Dirichlet’schen Arbeit, welche von ihm 
selbst im 19. und .21. Bande des Urelle’schen Journals mit- 
getheilt*) und in Dedekind’s Darstellung von Dirichlet’s 
zahlentheoretischen Vorlesungen mit mancherlei schon von 
Letzterem gemachten Vereinfachungen aber auch mit verschie- 
denen werthvollen Ergänzungen reproducirt worden ist, eine 
Darstellung zu geben. Es muss jedoch bemerkt werden, dass 
schon längere Zeit vor Dirichlet von Gauss die gedachte 
Classenanzahl bestimmt worden ist**). Was darüber in seinem 
Nachlasse sich vorgefunden hat, sind zwar grossentheils nur 
kurze, abgerissene Notizen, doch enthalten dieselben nicht nur 
die gleiche Formel für die Classenanzahl, welche Dirichlet 


*, In der bereits früher bemerkten Abhandlung: recherches sur 
diverses applications de l’analyse infinitöesimale ä la theorie des nombres. 

**) 8. die Mittheilungen aus seinem Naäachlasse, welche unter dem 
Titel: de nexu inter multitudinem classium, in quas formae binariae 
secundi gradus distribuuntur, earumque determinantem im Bd. II seiner 
Werke von p. 269 bis p. 291 nebst daran anschliessenden Bemerkungen 
* von Dedekind Aufnahme gefunden haben; darnach stammen die Unter- 
suchungen von Gauss bereits aus dem Jahre 1801. 
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gefunden, sondern sie lassen auch, wie sie Dedekind auf 
scharfsinnige Weise in Zusammenhang gebracht hat, erkennen, 
dass Gauss zur Herleitung seiner Resultate im wesentlichen 
derselben analytischen Hilfsmittel sich bedient hat, wie jener; 
und es tritt in seiner Behandlungsweise die eigentliche arıth- 
metische Bedeutung der angewandten analytischen Mittel 
noch deutlicher heraus. Nach Dirichlet sind dessen Me- 
thoden theils von ıhm selbst, theils von vielen Andern ver- 
werthet worden, ähnliche zahlentheoretische Aufgaben, insbe- 
sondere diejenigen analogen Fragen zu erledigen, die in höheren 
Gebieten, in der Theorie allgemeinerer Formen oder in der 
Lehre von den complexen Zahlen verschiedenster Art sich 
finden. In diesem Werke beschränken wir uns lediglich auf 
solche Fragen, welche an die Elemente der Zahlentheorie 
sich knüpfen, also auf die Betrachtung der binären quadra- 
tischen Formen ausschliesslich. Bezüglich dieser letztern aber 
ist von Kronecker in einer interessanten Mittheilung*) ge- 
zeigt worden, wie die Dirichlet’schen Methoden noch weiter 
ausgenutzt werden können, um fast die ganze Theorie dieser 
Formen, abgesehen von ıhrer elementaren arıthmetischen Grund- 
lage, aus rein analytischen Gesichtspunkten zu entwickeln. Es 
wird hiernach unsere Aufgabe sein, die Untersuchungen von 
Dirichlet, Gauss und Kronecker zu einem einheitlichen 
Ganzen zu verarbeiten. 

2. Das Grundprineip dieser Untersuchungen be- 
steht in einer zwiefachen A’bzählung aller derjenigen 
positiven ganzen Zahlen, welche durch die eigentlich 
primitiven Formen einer gegebenen Determinante D 
darstellbar sind. 

Wir geben vor allem die arithmetische Grundlage 
dieser doppelten Abzählung. . 

Die sämmtlichen eigentlich primitiven Formen der Deter- 
minante D lassen sich bekanntlich in Classen vertheilen der 
Art, dass alle Formen derselben Classe unter einander (eigent- 





*) S. Monatsber. der Berliner Akademie 1864 p. 285: Ueber den 
Gebrauch der Dirichlet’schen Methoden in der Theorie der 
tischen Formen. 
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lich) äquivalent, Formen verschiedener Classen nicht äquivalent 
sind; und es lässt sich demnach ein sogenanntes Formensystem 


1)ax®+2bay+cy, aa? +2bay+cy, a’ +2b"xy+c"y,--- 
denken, indem man "aus jeder Classe nach Belieben je eine 
Form als ihren Repräsentanten auswählt. Wir beschränken 
uns, wenn die Determinante negativ ist, auf die sogenannten 
positiven Formen; die Coefficienten a, a’, @’,... sowie 
sämmtliche durch die Formen des Systems darstellbaren Zahlen 
sind in diesem Falle positiv. Aber auch im Falle einer posi- 
tiven Determinante D denken wir uns, was erlaubt ist, die 
Repräsentanten der Classen so gewählt, dass die Coefficienten 
a,«@,@a,... positiv und zudem in beiden Fällen so, dass 
sie relativ prim sind zu einer beliebig gegebenen Zahl 11). 
Mit Hilfe der reducirten Formen wird in den Elementen der 
Zahlentheorie gezeigt, dass für jede Determinante die Anzahl 
der Classen eine endliche ist. Wir wollen diesen Umstand 
jedoch hier nicht als bekannt voraussetzen, werden ihn viel- 
mehr nach Kronecker’s Vorgange gleichfalls durch analytische 

Hilfsmittel erst erweisen. | 
Sei nun m eine positive ganze Zahl, welche durch die Form 


ax” + 2bazy + cy? 
eigentlich also mittels relativ primer Werthe z=«, y=y 
darstellbar ist. Solche Darstellung gehört bekamntlich**) zu 
einer bestimmten Wurzel n der Congruenz 
(2) # == D (mod. m) 
und zwar zu einer solchen Wurzel derselben, für welche die 
Zahlen 
(3) m, 2n, - = 


m 











; e ; en m?—D 
ohne gemeinsamen Theiler sind, weil die Form (m RE u) 


der Form (a, b, c) äquivalent und daher eigentlich primitiv 


*) Vgl. in Betreff der Zulässigkeit dieser Wahl z. B. meine Ele- 
mente der Zahlentheorie, 4. Abschnitt Nr. 4, Wir werden diese Zahl IT 
je nach Bedarf verschiedentlich wählen. 

*") 5, ebendas. 8. 177 und 204. 
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ist, wie diese selbst. Alle eigentlichen Darstellungen z, 
der Zahl m durch die Form (a,b, c), welche zu derselben 
Congruenzwurzel n gehören, bilden aber eine Gruppe von Dar- 
stellungen, welche alle aus der einen «, y mittels der Formel 


4) ax +by+yYD= (ae+br+»VD).&+ uVD) 


hervorgehen, wenn darin für t, uw alle ganzzabligen Auflösungen 
der Pell’schen Gleichung 


(5) ” — De =] 


eingesetzt werden. — Andrerseits wird, sobald » eine solche 
Wurzel der Congruenz (2) bedeutet, für welche die drei Zah- 
len (3) ohne gemeinsamen Theiler sind, die Zahl m durch 
irgend eine der Formen (1) eigentlich darstellbar sein, denn 
die Form (m, n, wa ist mit einer bestimmten dieser 
Formen äquivalent. Zu jeder der gedachten Öongruenzwurzeln 
n gehört demnach eine Gruppe von Darstellungen analog der- 
jenigen, welche bei (4) angegeben worden ist. Ist also m eine 
beliebige positive ganze Zahl, und bedeutet Y(m) die An- 
zahl derjenigen Wurzeln der Congruenz (2), für welche 
die Zahlen (3) ohne gemeinsamen Theiler sind, so 
giebt .es Y (m) Gruppen von Darstellungen der Zahl m durch 
das Formensystem, welche die sämmtlichen eigentlichen 
Darstellungen der Zahl m durch dieses Formensystem 
ausmachen®). 

Jede dieser Gruppen enthält aber genau so viel Dar- 
stellungen, als es ganzzahlige Auflösungen der Pell’schen 
Gleichung giebt. Die Anzahl r dieser Auflösungen ist be- 
kanntlich für eine negative Determinante D endlich, nämlich 
rt=4, wenn D=-—- |, dagegen =2 für jeden andern 
negativen Werth von D; ebenso gross ist also auch die Anzahl 
der Darstellungen in der Gruppe (4). Für eine positive Deter- 
minante /) hat dagegen die Pell’sche Gleichung, wie in den 
Elementen der Zahlentheorie gezeigt wird, unendlich viele 





*) Dies ist auch richtig für den Fall, dass m gar nicht durch 
Formen der Determinante D eigentlich darstellbar ist, denn alsdann hat 
die Congruenz (2) keine Wurzeln der angegebenen Art, y(m) also ist Null. 
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Lösungen; jedoch wollen wir auch diesen Umstand hier nicht 
als bekannt voraussetzen, sondern nach Kronecker’s Vor- 
gange aus analytischen Betrachtungen erst herleiten. 

Wir verfolgen zuerst den Fall einer negativen Deter- 
minante. Aus dem bereits Gesagten geht hervor, dass die 
Anzahl aller eigentlichen Darstellungen der Zahl m 
durch das Formensystem genau gleich r.Y(m) ist. 
Wenn wir demnach einerseits sämmtliche positive ganze Zahlen 
m, jede genau r.y(m) Mal, geschrieben denken, andererseits 
die sämmtlichen Werthe, welche die Formen (1) durch Ein- 
setzung aller relativ primen Werthsysteme x, y annehmen 
können, so erhalten wir beiderseits dieselbe Gesammtheit von 
Zahlen, und dasselbe wird der Fall sein, wenn wir diese Zahlen 
nicht selbst, sondern irgend eine eindeutige Funktion derselben 
beiderseits zählen. Und somit geht nachstehende Gleich- 
heit hervor: 


(6,) 7 >) % (m) - F (m) — D’F (aa? + 2bay+cyY) +, 
in welcher links über sämmtliche positive ganze Zahlen m, 
rechts in jeder der Summen, die den einzelnen Formen des Sy- 
stems (1) entsprechen und von denen zur Abkürzung nur eine 
geschrieben steht, über alle relativ prime Systeme x, y 
summirt werden muss. 

3. Wenden wir uns nun zum Falle einer positiven 
Determinante, so ist einleuchtend, dass, so oft die Pell’sche 
Gleichung (5) eine endliche Anzahl r von ganzzahligen 
Lösungen hat, genau dieselben Betrachtungen, und demgemäss 
auch die Gleichheit (6,) in Geltung bleiben werden, mit dem 
einzigen Unterschiede, dass auf der rechten Seite der letztern 
nur über diejenigen der bezeichneten Werthsysteme x, y zu 
summiren sein würde, für welche der Werth der entsprechen- 
den Form positiv wird, was zuvor nicht auszusprechen war, 
da die Formen von selbst nur positive Werthe erhielten. 

Hat aber die Pell’sche Gleichung unendlich viel ganz 
zahlige Auflösungen ?, u, so lassen sich diese, wie in den 
Elementen gezeigt zu werden pflegt, sämmtlich durch die so- 
genannte Fundamentalauflösung 7, U mittels_der Formel 


t+uVYD=+(T+ uUyD) 
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ausdrücken, und ferner dann aus jeder Gruppe (4) von Dar- 
stellungen eine einzige Darstellung isoliren*), wenn man die 
darstellenden Zahlen x, y den Ungleichheiten unterwirft: 


DM)  .0<as+by+yVD<s-(T+UYD), 

wo unter 6 ein für jede Gruppe beliebiger positiver Werth zu 
verstehen ist, oder allgemeiner: es lassen sich genau A 
Darstellungen isoliren, wenn &, y den Ungleichheiten 


(8) o<Zae+by+yYD<o-(+uyD) 
unterworfen werden, in denen 

(9) t+uYVD=(T+ UYD) 

ist. — Offenbar werden nun wieder dieselben Betrachtungen 


Platz greifen, wie bei Herleitung der Gleichung (6,), wenn 
man nur Sorge trägt, auf der linken Seite =4 zu setzen, 
rechts aber in der ersten der Summen nur alle diejenigen 
relativen Primzahlen x, y zu berücksichtigen, welche, ausser- 
dem dass sie der quadratischen Form ax? +2bxy--cy? einen 
positiven Werth geben, auch noch den Ungleichheiten (8) ge- 
nügen, und die Zahlen x,y bei den anderen Summen den 
analogen Beschränkungen zu unterwerfen. So erhält man, 
entsprechend der Gleichung (6,) die folgende: 


(6,) > % (in) » F (m) — D/F (aa! + 2bay+cy)-t:--, 
wo r=4 ist und die Summationen rechts den eben ausge- 
sprochenen Umfang haben, während links wieder über sämmt- 
liche positive ganze Zahlen m zu summiren ist. 

Die Ungleichheiten (8) können jedoch durch andere, ge- 
eignetere ersetzt werden. Zunächst schliesst man aus ihnen 
die folgenden: 


®<(aa+by+yVD) <e®-(t+uVD), 


in denen statt (* + uYD)” auch Sr geschrieben werden 
— U 
kann. Ist nun m die positive ganze Zahl, welcher die Dar- 


stellungsgruppe (4) entspricht, so dass für die darstellenden 





*) $. Elemente der Zahlentheorie, 8. 198. 


Die Classenanzahl quadratischer Formen. — Grundformel. 95 


Zahlen x, y, insbesondere also auch für die durch die Ungleich- 
heiten (8) aus der Gruppe isolirte Darstellung x, y die Gleich- 
heit erfüllt ist: 


am — (au +by-+yYD)-(aa+by—yyYD), 
so werden für die letztern Zahlen x, y die beiden irrationalen 
Faktoren positiv sein, der erste wegen der ersten der Ungleich- 
heiten (8) und dann der zweite, weil das Produkt am positiv 


ist. Wird demnach für 6 der Werth + VYam und dann für 
0°” der vorstehende Ausdruck für am gewählt, so nehmen die 
obigen Ungleichheiten nachstehende Form an: 


(10) nat by yVDZar+0y+yVD<(autby-yyVD) Een. 
— U 





Fügt man ihnen dann noch die Ungleichheit 
| (10) ac +by— yYD>0 
hinzu, so ersetzen sie nicht nur die Ungleichheiten (8), sondern 
die sie erfüllenden x, y leisten auch noch der Bedingung Ge- 
| nüge, der quadratischen Form (a,Db,c) einen positiven Werth 
/ zu geben. Man darf demnach den Umfang der ersten 
| Summation zur Rechten der Gleichung (6,) dahin 
fassen: dass dabei über alle, die Ungleichheiten (10) 
erfüllenden relativen Primzahlen x, y zu summiren 
ist; für die anderen Summen gelten die analogen Be- 
stimmungen. 
Endlich findet man durch eine einfache Diskussion der 
Ungleichheiten (10) die folgenden: 





(11) y>0, #>yy 
wo y zur Abkürzung steht für 

t— bu 

au ? 


und rückwärts aus diesen wieder die Ungleichheiten (10) 
setzt man aber 


(12) ax? + 2bxy + cy? = alz — ay)(x — Py), 
nämlich 








er 7) ey 
Ben ıo,., ev 


a<fß<y, 


so ıst 
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das erste, weil a positiv ist, das zweite, weil 


ist. Demnach wird der Werth der Form (a, b, c) für alle, 
den Ungleichheiten (11) genügenden x, y von selbst positiv. 
Der Umfang der ersten Summation in (6,) kann also 
einfacher auch so ausgesprochen werden, dass dabei 
über alle, die Ungleichheiten (11) erfüllenden rela- 
tiven Primzahlen x,y zu summiren ist; für die anderen 
Summen gelten die analogen Bestimmungen. 

4. Einer nicht eigentlichen Darstellung x,y von m 
durch eine Form (a, b,c) d.h. einer solchen Darstellung, deren 
darstellende Werthe &, y einen (grössten positiven) gemein- 
schaftlichen Theiler u haben, sodass 


(12) zur, ya 
gesetzt werden kann, wo nun «’, y’ relative Primzahlen sind, 
entspricht eine eigentliche Darstellung von E durch die- 


selbe Form mittels der Werthe x’, y’; zudem leuchtet ein, 
dass, wenn x,y den Ungleichheiten (11) genügen, x’, y’ den 
Ungleichheiten von gleicher Form 


y>%ı w>yy 
Genüge leisten. Aber auch umgekehrt: wenn =’, y eine 
eigentliche, den letztern genügende Darstellung von ni durch 


(a,b,c) bedeuten, so werden die Werthe (12) eine solche, den 
Ungleichheiten (11) genügende uneigentliche Darstellung von 
m durch dieselbe Form sein, welcher der grösste gemeinsame 
Theiler u zukommt. Da Gleiches mit Bezug auf die übrigen 
Formen gilt, so wird schliesslich die Anzahl aller solcher, 
den Ungleichheiten (11) resp. den mit ihnen analogen, auf die 
andern Formen bezüglichen Ungleichheiten genügenden Dar- 
stellungen von m durch das Formensystem genau gleich 


TU (=) sein. Dies gilt für jeden der möglichen quadratischen 


Theiler u? von m inclusive „"=1. Also wird im Ganzen 
genommen die Anzahl der sämmtlichen eigentlichen 
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oder uneigentlichen, Darstellungen der Zahl m durch 
das Formensystem, (welche im Falle unendlich vieler 
Auflösungen der Pell’schen Gleichung den beschrän- 
kenden Ungleichheiten unterworfen sind), genau gleich 
t-f(m) sein, wenn 


(13) fm) - vH) 


sesetzt und die Summe über alle quadratischen Thei- 
ler u? von m ausgedehnt wird. 

Entsprechend den Gleichungen (6,) und (6,) wird man 
demnach auch die folgende Grundformel aufstellen können: 


(6) =, fm): F(m) =D) Fa + 2day te) +, 
in welcher r die bei jenen Formeln angegebenen Werthe be- 
zeichnet, während links über alle positive ganze Zahlen m, rechts 
aber jetzt über alle angegebenen ganzzahligen x, y zu summiren 
ist, welche, falls die Pell’sche Gleichung unendlich viele Lö- 
sungen hat, für die Form (a, b,c) den Ungleichheiten (11), für 
die übrigen Formen analogen Beschränkungen genügen. — 
Zum Schluss mag ausdrücklich hervorgehoben werden, 
dass den gefundenen Gleichheiten, welche für alles Folgende 
die Grundlage bilden, zunächst nur eine rein formale Bedeu- 
tung zukommt, nämlich der Sinn, dass jeder Werth, der auf 
der einen Seite der Gleichheit geschrieben oder gedacht wird, 
genau ebenso oft auch auf ihrer anderen Seite gezählt wird, 
und dass somit beiderseits dieselbe Gesammtheit von Zahlen, 
nur in anderer Weise geordnet und zusammengefasst, vor- 
handen ist. Damit diese Gleichheiten gewöhnliche Gleichungen 
werden, durch welche ein Werth einem andern gleichgesetzt 
wird, müssen wir Sorge tragen, die bisher unbestimmte Funk- 
tion F'so zu wählen, dass jede der beiden Seiten einen Werth 
darstellt d. h. convergirt. Bevor wir jedoch dazu übergehen, 
wollen wir die mit Y(m) und f(m) bezeichneten zahlentheore- 
tischen Funktionen genauer untersuchen. 


5. Wir haben mit »(m) die Anzahl derjenigen Wur- 
zeln der Congruenz (2): 


= D (mod. m) 
bezeichnet, für: welche die drei ganzen Zahlen (3): 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. T 
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m, 2n, 


ohne gemeinsamen Theiler sind; «(m) bedeute die Anzahl 

aller ihrer Wurzeln. Ist m, in Primfaktoren zerlegt, 
m—pa.p’o .p’®"..., 

so ist stets, wie wir zeigen wollen, 

(14) dv (m) = Y(p9).v(p®).--. 

Einerseits ist nämlich jede Wurzel » der bezeichneten Art 

auch eine Wurzel v, v’, v”,... der Üongruenzen 


015) =D (mod.9%), 2=D (mod. p’®),--- 
von der Art, dass 





2 
K v»® — D 
weder p@, 2v, nn 
vl 
ul, v2 47) 
noch 9%, 2v’, — 
Das 


einen gemeinsamen 'Theiler haben; denn hätten z. B. die 
erstern drei Zahlen einen solchen d. h. wären sie gleichzeitig 
theilbar durch p, so würde dies, der Voraussetzung zuwider, 
auch gelten von den drei Zahlen (3). Jeder der gedachten 
dv (m) Congruenzwurzeln » entspricht daher eine Öom- 
bination von Wurzeln der Congruenzen (15) von der 
eben bezeichneten Art. 

Bilden andererseits v,v’,v”,... irgend eine Combination 
solcher Wurzeln der Congruenzen (15), so kann bekanntlich 
eine Wurzel n der Congruenz (2) gefunden werden, welche 
die Bedingungen erfüllt: 


n=v (mod.p%), n=v (mod.p’ö),.... 
Dee 
Da aber p®, 2v, ee nicht gleichzeitig durch p aufgehen 
n?— D 


Pe) 
(m) 
p 





sollen, so werden es auch nicht gleichzeitig p®, 2n, 


denn entweder ist dann 2v und folglich auch 2n durch p 


nicht theilbar; oder 2» ist theilbar, dann aber c& me nicht 
p 





theilbar durch p, aus der Congruenz n =» (mod. p®) d.i. aus 
der Gleichung n = v + pöy folgt dann aber 
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n?— D v»””— D er 
v4 n0 
p p 








A N 
EIERN 


und daher ist dann auch en nicht theilbar durch 9; hieraus 
pP 








(mod. ») 


folgt weiter, dass dann auch die drei Zahlen (3) nicht gleich- 
zeitig durch p aufgehen. Da man gleicherweise sich überzeugt, 
dass sie auch weder durch p’, noch durch p” u. s. w. aufgehen, 
so findet man, dass jeder der angegebenen Uombina- 
tionen von Wurzeln der Gongruenzen (15), deren es 


pa) Un Dar 
giebt, eine der y(m) mit n bezeichneten Wurzeln der 
Congruenz (2) entspricht. Und dies Resultat, verbunden mit 
dem zuerst erhaltenen, beweist die Richtigkeit der Formel (14). 


Ist nun » zunächst eine nicht in 2D aufgehende 
also ungerade Primzahl, so hat bekanntlich) die Congruenz 


(15a) == D (mod. 9%) 
keine Wurzel, wenn (2) = — 1], zwei Wurzeln, wenn 


(>) —= +1 ist, so dass man allgemein für solche Primzahlen 


setzen darf ’ 


Ä Fr D 
RE «14 (,)' 
Man hat zudem in diesem Falle | 
(17) u (p9) = «(p9), 


da jede Wurzel der vorigen Congruenz relativ prim zu p, 
für keine ihrer Wurzeln also die drei Zahlen 
2” — D 


pö, 22, = 
p 





gleichzeitig durch p theilbar sind. 

Ganz anders verhält es sich, wenn p eine in 2D 
aufgehende Primzahl bedeutet. Ist alsdann v eine Wurzel 
der Öongruenz (15a), also 


*) S. Elemente der Zahlentheorie S. 110. 
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v?= D (mod. p®), 
so ist auch i 


(2v)”’=4D (mod. 99) 


und demnach geht p auch in 2v auf. Ist daher v eine der 
ı» (p®) Wurzeln, für welche die Zahlen 





(18) po, 2v 


2 er . 
2 2 nicht mehr 





ohne gemeinsamen Theiler sind, so darf 
p 


durch » theilbar, » also keine Wurzel der Congruenz 
(15b) == _D (mod. p®+!) 


sein. Ist dagegen v» eine Wurzel der Congruenz (15a), für 
welche die Zahlen (18) einen gemeinsamen Theiler haben 
d. h. gleichzeitig durch p aufgehen, so ist v» auch eine Wurzel 
der Congruenz (15b) und zugleich mit ihr die p — 1 anderen 
Werthe: 

v+pöy für y=1,2,3,...p—1, 
für deren jeden man findet: 


Pt? D=v—D+ 2vypR + vl 
d.i. =0 (mod. pö+1). Jeder Wurzel der Üongruenz (15a), 
für welche die Zahlen (18) einen gemeinsamen Theiler haben, 
entsprechen daher p, und offenbar auch nur 9 verschiedene 
Wurzeln der Congruenz (15b). Da aber auch umgekehrt eine 
Wurzel v dieser letztern Congruenz eine solche Wurzel von 
(15a) sein muss, für welche jene drei Zahlen einen gemein- 
samen Theiler haben, so vertheilen sich alle Wurzeln der 
Congruenz (l15b) in Gruppen von je p Wurzeln, entsprechend 
den bezeichneten Wurzeln der Congruenz (15a), sodass die 


Anzahl der letztern gleich 5 u (pa+)) sein muss. 


Aus dieser Betrachtung ergiebt sich zunächst, dass die 
Gesammtheit aller Wurzeln der Congruenz (15a) gleich 


dv (p®) + Mn -@(p®+1), oder 


(17a) dv (p?) = a(p®) — 5 - a (p®+t) 


sein muss. 
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Wir beweisen hier noch den bemerkenswerthen 
Umstand, dass die Anzahl «(p®), sobald ® eine ge- 
wisse Grenze überschreitet, für jedes ® ein und den- 
selben Werth behält. 

Sind »° und 9° die höchsten Potenzen von p, welche in 
D und in v enthalten sind, und setzen wir 


D=p.D', v.—ıY% vi, 

so folgt aus (15a) für 2=v 
p°’v’?— p“D’ theilbar durch 9%. 
Ist daher © >a, so müsste 2b>a und 
p°>=@.» ?— D’ theilbar durch p®-a« 

sein. Dies wäre unmöglich, wenn 2b > a wäre, und erfordert 
also 2b=a und folglich a gerade. Somit ist im Falle 
eines ungeraden a 
CL91) a(pf)=0 für T>a. 
Ist dagegen a gerade, so muss v ”= D’ (mod. p®-«) sein. 
Betrachten wir zuerst den Fall eines ungeraden ». 
Dann findet man wieder 


(19) a(p)—=0 für >a, wenn —) —=—1. 
Ist aber (>) — +1, so hat die Üongruenz zwei (mod. p®-«) 
incongruente Lösungen v’, deren jeder 9% (mod. p®) incon- 
gruente Lösungen der Congruenz (15a) nach der Formel 

v —ın9: (v’ E- p@®—ay) 

für y„=0,1,2,5,...p® —1 
entsprechen. Also ist 
(19°) «a (p®) = 2p* für © >a, wenn (5) —= +1 is. 
Bedeutet aber p die Primzahl 2, so hat die Congruenz 
v’?= D' (mod. 26—.), 


wenn © > a2 vorausgesetzt wird, nur dann eine Lösung, 
wenn D’=8%-+-1 ist, und 4 Wurzeln v’, welche (mod. 2®—-.) 
incongruent sind, falls diese Bedingung erfüllt ist; jeder von 
diesen entsprechen dann nach der Formel 
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v— 2% (v’ + 28-ay) 
für y=0,1,2,3,... 2% —1 
2% nach dem Modulus 28 incongruente Lösungen der Congruenz 
v-= D (mod. 2%). 
Hieraus findet man also schliesslich: 
in 
a (25) — 0 
je nachdem D’==1 (mod. 8) ist oder nicht. 


Hiermit ist der Nachweis, den wir führen wollten, ge- 
leistet. — 


6. Wenden wir uns nun zur Funktion f(m), welche durch 
die Formel 


(20) fm)= 2%.) 


definirt war, in der die Summation sich auf alle quadratischen 
Theiler von m, inclusive der Einheit, bezieht. 
It m = p®, so folgt sogleich 


21) FiR®) = v(n®) Fu p972) V (00 SEE 
welche Reihe soweit fortzusetzen ist, als der Exponent nicht 


negativ wird, und wobei für »(1) die Einheit gesetzt wer- 
den muss. 


für o>a-+t2, 


Ist dagegen 
(22) m — pÖ .p@® po” RE 
und bildet man, der vorigen Formel gemäss, das Produkt 
f(»®) . f(»'®) . f(p"®”) ae 
so gewinnt man für dasselbe die folgende Entwicklung: 
D'v(m9-2) u) (np —2«') we! 


in welcher 2«, 2«',... alle geraden Zahlen zu durchlaufen 
haben, welche resp. die Grenzen ©, ©’,... nicht überschreiten, 


d. i. aber nach (14) 
vl), 


Di — mE En Eh: 


wenn 


s 
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gesetzt wird, eine Formel, welche die sämmtlichen quadratischen 
Theiler von m repräsentirt. Hiernach findet sich sogleich: 


(23) fm) =) FE) FE"): -- 
Ist nun zuvörderst p eine nicht in 2D aufgehende also 


ungerade Primzahl, so hat jeder Summand auf der rechten 
Seite der Gleichung (21), bei welchem der Exponent positiv 


ist, nach (17) den Werth 1 + (3) , woraus 


ARE er (5) 
v-1+@)-@)+() 


v(p)—1+ 3) == (>) nr (23 
also im Falle eines ungeraden © 


f(»®) -5' ) 


hervorgeht. Im Falle eines geraden ® findet sich in gleicher 
Weise 
vi) —1 


rt 
n-1+@-@+@) 
also wieder und daher allgemein 


(24) fo) -5' er 


Hieraus folgt aber mit Rücksicht auf (23) für 
jede zu 2D prime Zahl m 


5) ee) 


dieSumme über sämmtliche Theiler »n von m erstreckt. 
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Wir wollen hier noch die Reihe betrachten 


31/09) 
DI ren 
(26) Te 
Fi) ß b 
Wenn (5) == — | ist, so folgt aus der Formel (24) sogleich, 


dass f(p®) = 0 ist für jedes ungerade ®, dagegen f(p%)—=1 
für jedes gerade ®. In diesem Falle wird demnach 


1 1 
(27') De 75 


= dagegen (7) = +1, so wird nach (24) fp)=o-+1l, 
also 





(272) 0 = Geh 
p 
Nunmehr aber sei p eine in 2D aufgehende Prim- 
zahl. In diesem Falle folgen aus (17a) zunächst diese Glei- 
chungen: 





11 
u) _ el) _ ap‘) 
p p p“ 
v(p?) _ «E) _ aP?) 
p? p? p° 


deren Addition mit Rücksicht darauf, dass « (p)=1 gefunden 
wird, die Gleichung 
VDE DD. DR Eu 
a De ee 


ergiebt*). a aber diese convergente Reihe mit der anderen: 


*) Dass die Summe der rechten Seiten gleich 1 + ist, ergiebt 


sich daraus, dass die Summe dieser Seiten bis zu einer hinreichend 

späten Gleichung hin sich von dem angegebenen Werthe nur um ein 

«(9 
© 


Glied von der Form — unterscheidet, d. i. (nach der Schluss- 


bemerkung von Nr. 5) um einen Werth, der mit wachsendem © beliebig 
klein wird. 
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1 1 
“ 1 1 pi = p* + ooe 
multiplieirt und dann nach Potenzen von r geordnet, so er- 
hält man mit Rücksicht auf (21) als Produkt die Reihe ®,. 


Man findet demnach in diesem dritten Falle 


1 1 1 
1 SEEN AN 
(27°) Lo EN ‚) 1- 





ER 
Die drei erhaltenen Formeln lassen sich folgender- 
massen in eine einzige zusammenfassen: 


a sen) 


wo (>), wenn p nicht in 2D aufgeht, dagegen 





e=( zu setzen ist im entgegengesetzten Falle. 
Da hiernach in allen Fällen die unendliche Reihe ®, (un- 
bedingt) convergirt, so gilt dies umsomehr von der Reihe 


I /(p° 
(28) &® - > ur se 
o=0 
sobald s>1 ist, und zwar ist diese für alle solche s gleich- 
mässig convergent, da ihr Rest von einem beliebigen n‘°" Gliede 
ab für jedes solches s kleiner ist als der entsprechende Rest 
der Reihe ®,, also bei hinreichend grossem n beliebig klein 
ist. Nach dem Abel’schen Principe (3. Absch. Nr. 3) ist daher 
® für alle s> 1 eine stetige Funktion von s und demnach 
(29) im. ®=6,. 
s=1 

7.» Wir kehren nunmehr zur fundamentalen Gleichheit (6) 

wieder zurück und wählen für die Funktion F' den Ausdruck 
1 

wo s>1 sei. Die Formel (6) nimmt damit die Gestalt an: 


BES Lu EST ; er 
(6) : 2; m’ Naees SEHEIRTELE { 


wo links über sämmtliche positive ganze Zahlen m, rechts 
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aber, je nach den beiden Fällen, welche die.Formel (6) um- 
fasst, über sämmtliche ganze Zahlen x, y, für welche (a,b, c) 
positiv wird, oder in der ersten Summe nur über die durch 
die Ungleichheiten (11) beschränkten ganzen Zahlen x, y 
und in den übrigen Summen analog zu summiren ist. Wir 
weisen zunächst nach, dass die unendliche Reihe zur Linken 
convergirt, womit dann das Gleiche auch für die rechte Seite 
nachgewiesen ist, da diese dieselben positiven Werthe nur in 
anderer Anordnung enthält; übrigens werden wir uns von der 
Uonvergenz der einzelnen Summen rechts noch später über- 
zeugen”). — Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass offenbar 
alle positiven ganzen Zahlen m gefunden werden, wenn man ın 


m=u-m' 


ür u alle positiven Zahlen, inclusive der Einheit, setzt, welche 
aus den in 2D aufgehenden, für m’ alle diejenigen, inclusive 
der Einheit, welche aus den in 2D nicht aufgehenden Prim- 
zahlen zusammengesetzt sind; m’ ist daher dann relativ prim 
sowohl zu 2D als auch zu u und deshalb ist nach (23) 


& f(m) = f(u) - f(m’) 
(30) f(m’) = > (=) ’ 


v7A 
wenn diese Summe auf alle Theiler n von m’ bezogen wird. 
Hieraus ersieht man leicht die Gleichheit zwischen der Summe 


fm) 
1) Rn 


und dem folgenden Produkte: 


(32) DD 
v» o=0 n n 


wo das, den ersten Faktor bildende Produkt auf alle Prim- 
faktoren p von 2D, die beiden Summationen im zweiten und 
dritten Faktor aber auf alle positiven zu 2D primen Zahlen n 
sich erstrecken. Denn erstens sind alle, in dieser Formel vor- 
kommenden unendlichen Reihen, früheren Bemerkungen zufolge, 











*) 8. Sechster Abschnitt Nr. 3. 
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für s > 1 unbedingt convergent. Nach Abschn. 1 Nr. 3 ist 
es daher auch das entwickelte Produkt 


1/90) _ SIrW 
>: 


©s 
pP O=0 2 


IEDAAFEIDA ee 
en en N! m? Se (nn’)°’ 


wo sowohl n als »’ alle zu 2D primen positiven Zahlen durch- 
laufen müssen, was auch als einfache Summe: 


fi‘) 


m‘ 


und 


geschrieben werden kann, wenn man die Glieder vereint, in 
denen nn’ = m’ ist, und (30) beachtet, und nach derselben 
Nr. ist daher endlich das ganze Produkt (32) oder 
f(w) f(m‘) (m) 
uamnın 

Für s>1 hat demnach die Gleichung (G) eine 
numerische Bedeutung und ihre linke Seite ist gleich 
dem Produkte (32), mit z multipliecirt. 

Es wird auch hier, wie bei der arithmetischen Progression 
wieder wesentlich darauf ankommen, was aus dieser Gleichung 
wird, wenn s gegen 1 convergirt; wir wollen dazu, indem 
wirs=1-o setzen, die Gleichung (G) von vornherein mit 
o multipliciren und dann zur Grenze e=0 übergehen. Be- 
achten wir die Formeln (27) und (29), sowie auch die Glei- 
chung (18) des 3. Abschnittes, so kann dann die linke Seite 
einfacher auch folgendermassen dargestellt werden: 

T DIN 107. 1 
p 
p 


wo nun, ähnlich wie Formel (21) im vorigen Abschnitte, 
ß DE BL D) ni a 
Er 02 re aD -/1 85 .) 


gefunden wird. Und somit gewinnen wir das Resultat: 
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Der Grenzwerth zur Linken der Gleichung (6) ist 


der folgende: 
ER, 


mithin ist er endlich, und zufolge (G) dürfen wir 
schreiben: 


D\ 1 1 
Los) > — — lim. ee Des 

8. Der erste Gebrauch, den wir von diesen Gleichungen 
machen wollen, soll, wie es zuerst Kronecker gethan hat, 
zu dem Zwecke gemacht werden, nachzuweisen, dass die 
Pell’sche Gleichung für jede positive Determinante 
unendlich viele ganzzahlige Lösungen hat. 

Wenn nämlich für eine positive Determinante D die 
Pell’sche Gleichung nur eine endliche Anzahl r ganzzahliger 
Lösungen hätte, so würde für sie in der Grundformel (G) 
oder (G,) jede der Summationen zur Rechten sich über‘ 
sämmtliche ganze Zahlen x, y erstrecken, für welche die 
entsprechende Form (a,d,c) positiv wird. Legen wir aber 
auch nur in derjenigen dieser Summen, welche der Hauptelasse 
entspricht und als deren repräsentirende Form die Hauptform 
x? — Dy? gewählt werden kann, also in der Summe 


1 
9 >> («2 — Dyyite? 

x, y alle jene Werthe bei, so entsteht, wie wir hier nach 
Kronecker darstellen wollen, ein Widerspruch gegen die 
Gleichung (G,), indem mit unendlich abnehmendem _ diese 
Summe und damit die ganze rechte Seite unendlich wächst, 
während die linke Seite endlich ist; dies gilt sogar schon, 
wenn man x,y auch nur die sämmtlichen ganzzahligen Werthe 

z=2DE +1, y—_=29 
beilegt, für welche 
(33) (2DE +1? — 4D? >06, 


&, n aber nicht negative ganze Zahlen sind, d. h. also: es 
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gilt schon von der auf alle die bezeichneten &, 9 erstreckten 
Doppelsumme 


1 
Gr ° Zi eni+ 1? —4Dnm)ite 


Um dies zu erweisen, bemerke man zunächst, dass bei 
gegebenem n die kleinste der vorigen Ungleichheit genügende 


ganze Zahl & rn 
2nyD+2D-—1 
E-E( 2D ) 








sein wird, kürzer: &= E(u), wenn 
2Du=2nYD+2D—1 


gesetzt wird. Ferner ist offenbar, wenn 8, 7 eins der be- 


zeichneten Systeme ist, 
1% 
1 : ds 


(2 DE+1)’— 4Dn®)ite >| (@DE +1)? —4Dn)ite 








und demnach die einfache Summe 


I 
FUlQDE 17? —ADn’)tte J ((2DE + 1)? —4Dn®)!te’ 
ö E(u) 








wenn die Summation bezüglich 8 über alle, bei dem gegebenen 
n der Ungleichheit (35) genügende 8 erstreckt wird, und um- 
somehr noch grösser als 


[ee] 


de ' 
ent +1)? —4Dn)Ite 


U 





Dies Integral aber verwandelt sich, wenn 
2DE-T=E 2Du+l=v 


gesetzt wird, in 





of (? — et 
Nun ist 
6? —4DN= (—0+2D)(’ -v+2D+4nYD); 
wird also 8° —v=8" gesetzt, so geht das Integral weiter 
über in die Form 
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[0 +) 


En 
2D) (£’+2D)!te%(£e’ +2 D+4nyD)'te’ 
0 


welche lehrt, dass es eine mit wachsendem n abnehmende 
Funktion dieser Grösse ist. Daraus folgt aber, dass die 
Doppelsumme in (34) grösser ist als das Doppelintegral 


EN dn d&” 
Dean 
0250 


welches, wenn mit der Integration nach n begonnen wird, 
übergeht in 











Erd: 
sDyD feet 
0 
Jg sın 
R (2D)?® 
3 Dr 
5 16DYD ® 





3 


Aus diesem Resultate würde aber folgen, dass das Pro- 
dukt (34) und damit umsomehr die rechte Seite der Grund- 
formel (G,) mit unendlich abnehmendem go über jede Grenze 
hinaus wächst, was der Natur ihrer linken Seite zuwiderläuft. 

Wir glauben hier die Bemerkung nicht unterdrücken zu 
sollen, dass man zum Nachweise, dass die Pell’sche Gleichung 
für D>0 unendlich viele ganzzahlige Lösungen hat, des 
Grenzfalles (G,) der Grundformel (@) nicht bedarf, sondern 
mit dieser Grundformel selbst zum Ziele gelangt, wenn man 
sich auf einen bekannten Satz aus der Lehre von den Ketten- 
brüchen stützt, denselben Satz nämlich, welcher der be- 
rühmten Dirichlet’schen Theorie der Pell’schen Gleichung 
zu Grunde liegt. 

Betrachten wir wieder in der Grundformel (G), deren 
linke Seite für jedes s> 1 convergent also endlich ist, zur 
Rechten nur die auf die Hauptelasse bezügliche Summe 


1 
66) PA, 


welche, falls für die Determinante D die Pell’sche Gleichung 
nur eine endliche Anzahl ganzzahliger Lösungen hätte, auf 
sämmtliche ganze Zahlen x, y auszudehnen wäre, für welche 
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{ = — Dy? >0 


ist. Nach jenem Hilfssatze giebt es unendlich viel positive 
ganze Zahlen X, y, für welche 


0<2z—yYD< . 
ist, nämlich die Zähler und Nenner derjenigen Näherungs- 


brüche des Kettenbruchs für YD, deren Ordnung gerade ist; 
für alle diese Systeme ist dann auch 


| 0<a+yVD<.+ 2yV.D 
und folglich 


0<#— DV <+2VD<i+2YyD; 


für alle diese Systeme x, y ist demnach 
1 1: 
(2 — Dy® ” (1+2 yDW’ 

und da ihrer unendlich viele sind und sie alle zu den Systemen 
zählen, auf welche die Summe (36) sich erstreckt, so muss 
diese Summe sicher unendlich sein. Da auf solche Weise 
aus der Grundformel (G) ein Widerspruch hervorginge, muss 
die Pell’sche Gleichung für jede positive Determinante un- 
endlich viele ganzzahlige Lösungen haben. — 

9. Nachdem dieser Nachweis geführt worden ist, leuchtet 
ein, dass für alle negativen Determinanten die Formel (6,), 
für alle positiven Determinanten die Formel (6,) anzuwenden 
ist, und dass dem entsprechend &,y in der Grundformel (6) 
sowie in der Gleichung (G,) für alle ersteren Determinanten 
alle ganze Zahlen unbeschränkt, für alle letzteren dagegen 
nur die durch die bekannten Ungleichheiten beschränkten 
ganzzahligen Werthe anzunehmen haben. 

Wir leiten nun zunächst aus (6) noch einige andere lor- 
meln her, die uns in der Folge vonnöthen sein werden. 

Indem wir unter dem Zeichen II irgend eine positive 
ganze Zahl verstehen, können wir in der Formel (6) die 
Funktion F(m) so gewählt denken, dass sie für jedes ganz- 
zahlige Argument m, welches einen gemeinsamen Theiler mit 
II hat, verschwindet. Dann erhalten wir eine Gleichung 
von genau derselben Gestalt wie früher: 
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(6°) ı >’ fm) - F (m) - > Fax +2bay + cy)+---, 
wo, ebenfalls wie früher, die auf die «, y bezügliche erste 
Summation, falls die Determinante positiv ist, den Bedingungen 
(11) und die übrigen Summationen analogen Bedingungen 
unterworfen sind, wo aber der Umfang aller Summa- 
tionen jetzt ein beschränkterer ist, insofern das Argu- 
ment der Funktion F als relative Primzahl zu II 
vorauszusetzen ist. 

Wird insbesondere angenommen, dass //alle Prim- 
faktoren, aus denen 2D sich zusammensetzt, in sich 
enthält, so dass jede zu II prime Zahl m es auch ist gegen 
2D, so gilt für jede solche Zahl m die Beziehung 


(2), 


die Summe auf alle Theiler n von m bezogen; man kann in 
diesem Falle die Gleichung (6’) auch folgendermassen schreiben: 


(6°) > (2) Fan) =D, Flaar + 2day+oP)+--, 
worin links über alle positiven Zahlen » und n’ zu summiren 
ist, welche relativ prim sind zu II. 

Ist noch specieller II das Produkt der verschie- 
denen Primfaktoren, aus denen 2D besteht, so stimmen 
die relativen Primzahlen gegen II mit denjenigen gegen 2D 
überein. Wird zudem die Funktion 7'(m) näher dahin be- 


stimmt, dass sie für jede Zahl m, welche relativ prim ist zu 
2D, den Ausdruck 


1 
F' (m) — mite 


‚bedeutet, so erhält man aus (6) die Dirichlet’sche 
Fundamentalgleichung: 


Fr HD 1 NT’ d 
(6 ) > ee) (mmytte — > FOETPREURRN: ı7; .., 
worin n, n’ alle relativen Primzahlen zu 2D zu durchlaufen 
haben und auch die Werthe der quadratischen Formen relativ 
prim sein müssen gegen 2D. Die Convergenz beider Seiten 


für e>0 geht ohne weiteres aus derjenigen beider Seiten 


der Gleichung (G) hervor. 
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Denkt man sich hier beiderseits die Glieder nach der 
Grösse des Nenners geordnet, indem man diejenigen mit glei- 
chem Nenner zusammenfasst, so kann man die Gleichung auch 
folgendermassen schreiben: 

(8%) Den aN 

mir? mire? 
beide Summationen über alle positiven relativen Primzahlen 
zu 2D erstreckt; und es ist dann 


no, 


wo die Summe sich auf alle Theiler » von m bezieht, und 
CO bezeichnet die Anzahl aller Darstellungen von m durch 
das Formensystem der Determinante D, und zwar, falls diese 
letztere positiv ist, mittels solcher Zahlen x, y, welche den 
bekannten Ungleichheiten unterworfen sind. Die Anwendung 
des Satzes in Nr. 6 des 3. Abschnittes auf die Gleichung (37) 
ergiebt nun sogleich die Gleichheit der Coefficienten C,, und 
Er aleo, 

wenn wir zunächst negative Determinanten betrachten, 
folgenden Satz: 

Die Anzahl aller Darstellungen einer zu2D primen 
positiven Zahl m durch das Formensystem der nega- 
tiven Determinante D ist immer 





d. 1. gleich dem r-fachen Ueberschusse der Anzahl 


derjenigen Theiler » von m, für welche (2)=1, über 


die Anzahl der übrigen, für welche | —= —1 ist. 


Dieser Satz lässt sich, wie Dirichlet ausgeführt hat“), 
auch auf rein arithmetischem Wege beweisen; in der That ist 
er nur die Bestätigung der in Nr. 6 gewonnenen Formel (25), 
und die dort zur Herleitung der Formel angewandten Betrach- 
tungen stimmen im wesentlichen mit den Dirichlet’schen 

überein. Heben wir nur die beiden einfachsten und prägnan- 


”) 8. Crelle’s Journal Bd. 21 p.3. 
Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 3 
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testen Fälle dieses allgemeinen Satzes noch hervor, welche 
den Werthen D= — 1 und D=— 2 entsprechen. 

Für D=— 1 besteht das Formensystem nur aus der ein- 
zigen Form x°-+ y?” und zugleich ist r—= 4. Der allgemeine 
Satz nimmt daher hier folgende Gestalt an: Die Anzahl der 
Darstellungen einer positiven ungeraden Zahl m 
durch die Form @°+y? ist gleich dem vierfachen 
Ueberschusse der Anzahl derjenigen Theiler von m, 
welche die Form 4% + 1 haben, über die Anzahl der 
übrigen, welche die Form 4k +3 haben*). 

Auch für D= — 2 besteht das Formensystem nur aus 
einer einzigen Form, nämlich der Form x? + 2,y?; hier ist 
aber r=2. Die Anzahl der Darstellungen einer posi- 
tiven ungeraden Zahl m durch die Form «+ 2? ist 
demnach gleich dem doppelten Ueberschusse der An- 
zahl derjenigen Theiler von m, welche eine der For- 
men 8% +1 oder Sk +3 haben, über die Anzahl der 
übrigen, welche von einer der Formen 86 +5 oder 
Sk +7 sind. BE 

Für positive Determinanten gelten analoge Sätze, 
doch haben sie weniger einfache Gestalt; man muss nämlich 
den vorher ausgesprochenen allgemeinen Satz auf solche 
Darstellungen beschränken, welche den oben näher 
bezeichneten Ungleichheiten genügen. 

It z.B D=-2, so giebt es im Formensystem nur 
eine einzige Form, nämlich die Form x? — 2y?. Versteht man 
nun in den Ungleichheiten (11) unter f,« die Fundamental- 
auflösung 7=5, U=2 der Pell’schen Gleichung 

—2W=1, | 
so hat man r—=4—=1 zu setzen und die Ungleichheiten (11) 
nehmen die Gestalt an 


(38) yS0, 2&8>3y. 


Der diesem Falle entsprechende Satz lautet daher folgender- 
massen: 





*) Diesen speciellen Satz hat bereits Jacobi aus der Theorie der 
elliptischen Funktionen erschlossen und in Crelle’s Journal Bd. 12 p. 167 
auf arithmetischem Wege bewiesen, 
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Die Anzahl aller Darstellungen x,y einer posi- 
tiven ungeraden Zahl m durch die Form © — 2y?, 
welche den Ungleichheiten (38) genügen, ist gleich 
dem Ueberschuss der Anzahl derjenigen Theiler von 
m, welche von einer der Formen 8%-+1 sind, über 
die Anzahl der übrigen, welche eine der Formen 
8k +5 haben. — 

10. Hieran schliesst sich eine andere bemerkens- 
werthe Anwendung unserer fundamentalen Glei- 
chungen. Wir haben, um (6”) zu erhalten, die Funktion F 





in der Weise specialisirt, dass wir F(m) = setzten; 


1 
mitt 
verstehen wir unter II zwar dieselbe Zahl wie zuvor, setzen aber 

Fin) = q", 
so entsteht statt (6””) die Gleichung 


ArIF SD nn’ : ax’? X y> 
(6) 7: D (Dar D rtzerter ..., 


von welcher sich wieder nachweisen liesse, dass ihre beiden 
Seiten unbedingt convergiren, so lange qg einen Werth bedeutet, 
dessen Modulus kleiner ist als 1. Aus ihr fliessen interessante 
analytische Folgerungen. 

Sei zuerst D=—1; dann hat man zur Rechten nur eine 


[4 


Summe, wofür man > gq’*tY” wählen darf, diese Summation 


ausgedehnt über alle x, y, für welche x° + y” ungerade wird; 
da hierzu eine der Zahlen x, y ungerade, die andere gerade 
sein muss und da die Summe der Quadrate sich nicht ändert, 
wenn beide Quadrate vertauscht werden, so darf man 


3 a 33 gest: > ger 


setzen, wenn nun über alle ganzzahligen &,n swmmirt wird, 


d. h. man findet 
Detr1atP ++ at 24204. 


Wird andererseits zur Linken von (6””), wo n, n’ ungerade 
sind, die Summation nach »’ ausgeführt mittels der Formel 


ei Ya ARE 
Der = r++4p Eee 
g*# 
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und beachtet, dass. 


M-5)-9" 


r aber gleich 4 ist, so kommt links 
ni 


2 S ) Hegn — g" 
(n ungerade) 
und nun durch Gleichsetzung mit dem vorigen Resultate die 
Gleichung: 
HET NER 


rad gele N 
1—g 1— 1—gq" ? 








eine Gleichung, welche ihrer Natur nach zur Theorie der 
elliptischen Funktionen gehört und auch aus ihr gewonnen 
werden kann. 

Aehnliche Resultate "finden statt für jede andere 
Determinante. Dirichlet hat z.B. (in seiner Abh. Crelle’sJ. 
Bd. 21 p.8 u.9) noch ausser dem Falle D=—2 den andern 
‚Fall erörtert, wenn D=—p, p eine Primzahl von der Form 
4k +3 ist; er zeigt, wie auch in diesem Falle die Summen 
zur Rechten von (6°) in eine Anzahl von Partialsummen zer- 
fallen, welche durch die Jacobi’schen Funktionen ausdrückbar 
sind, und fügt die wichtige Bemerkung hinzu: Da sowohl die 
Anzahl der Partialsummen als auch die Exponenten in ihnen 
von den quadratischen Formen der Determinante D abhängen, 
sei Hoffnung vorhanden, mittels dieser Beziehungen zur Theorie 
der elliptischen Funktionen zu Resultaten zu gelangen, welche 
ein neues Licht werfen auf die eigenthümliche Natur der qua- 
dratischen Formen von negativer Determinante. Darzustellen, 
inwieweit diese Hoffnung durch spätere Untersuchungen, ins- 
besondere durch diejenigen von Kronecker u. A. über die 
Classenanzahl quadratischer Formen, sich erfüllt habe*), muss 
einem besonderen Werke zugewiesen werden, welches sich die 


*) S, dazu Dirichlet’s bezügliche Bemerkung in seinem vom 
23.7. 1858 datirten, an Kronecker gerichteten und in den Göttinger 
Nachrichten v. J. 1885 S. 379 veröffentlichten Briefe. 
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Aufgabe stellt, die Anwendungen der Theorie der elliptischen 
Funktionen auf Zahlentheorie zu entwickeln. 

Hier bemerken wir nur noch, dass auch für posi- 
tive Determinanten sich ähnliche analytische Resul- 
tate ergeben, die insofern noch beachtenswerther 
sind, als sie sich nicht aus der Theorie der elliptischen 
Funktionen bestätigen lassen, mithin auf Transscen- 
denten höherer Art hinweisen. Z. B. nimmt für D=2 
die linke Seite von (6””) die Form an: 


2 ‚ $ 
>) g""', wo n,n’ ungerade sind, 


N 
n=—1 % 
8 1 
leeres: 


(n ungerade); 


d. h. sie ist gleich 





und somit giebt jene Gleichung den folgenden Satz: 


PX uk u uber at 
wenn links die Summation auf alle x, y sich bezieht. 
welche die Ungleichheiten 

y>0, 22>3y 


erfüllen und für welche #°?— 2y? d. i. x ungerade:ist. 
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Bestimmung der Classenanzahl durch eine unendliche Reihe. 


1. Die Anwendungen, welche wir in den letzten beiden 
Nrn. des vorigen Abschnitts von unseren Fundamentalglei- 
chungen gemacht haben, lagen abseits von dem eigentlichen 
Ziele unserer Untersuchung. Indem wir uns nun diesem, der 
Bestimmung der Classenanzahl, wieder zuwenden, beginnen wir 
damit, einen allgemeinen Hilfssatz herzuleiten, auf welchen 
sowohl Gauss als Dirichlet sich haben stützen müssen, und 
welchem, obwohl er an sich analytischer Natur ist, am besten 
geometrische Fassung gegeben wird. 

Sei in einer Ebene durch eine geschlossene Linie C ein 
Flächenstück F' begrenzt, das sich nirgends ins Unendliche 
ausdehnt, und durch ein System gleich weit von einander ab- 
stehender Parallelen zu den auf einander senkrechten Coordi- 
natenaxen in quadratische Stücke zerlegt; von den Schnitt- 
punkten des quadratischen Netzes wird eine gewisse Anzahl, 
die wir mit N bezeichnen wollen, und welche offenbar um so 
grösser sein wird, je kleiner die Quadrate oder ihre Seite s 
gewählt werden, theils im Innern von F, theils auf seiner Be- 
grenzung liegen. Der Hilfssatz behauptet nun, dass bei 
unendlicher Abnahme von s 
(1) line Ns 
sei. u 

Um dies zu beweisen, bemerken wir, dass das Flächen- 
stück F' durch die zur y-Axe gezogenen Parallelen in Streifen 
von der Breite s zerlegt wird. Wir setzen zunächst voraus, 
dass jeder dieser Streifen die Begrenzung des Flächenstückes 
nur zweimal schneide. 
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Wir dürfen die Coordinatenaxen so gelegt denken, dass 
das Flächenstück im Winkel der positiven Halbaxen liegt. 
Wir betrachten dann einen beliebigen der Parallelstreifen ; die 
Stücke der ersten der ihn begrenzenden Parallelen, welche 





von der x-Axe bis zum Umfange von F' reichen (s. die Figur), 
seien y’ und y”, die der zweiten y’+ Ay’ und y”+ Ay” 


und das innerhalb Fliegende Stück der ersten sei y=y’—y”. 
Der Inhalt des Parallelstreifens von F ist alsdann 


yss(0 Ay 92.24), 
wo ©, ©” zwei positive echte Brüche bedeuten; wird also 
über alle das Flächenstück treffende Parallelstreifen summirt, 
so ergiebt sich 
F=3ys-+s:-2(0'. Ay’ — 0". Ay”). 


Hier ist aber unschwer einzusehen, dass die zweite Summe 

numerisch gewiss nicht grösser ist als die in der Richtung 

‘der y-Axe gemessene Ausdehnung. von F\, welche Y heisse, 

oder doch als ein gewisses Vielfache derselben, falls die Be- 

grenzung von F' im Sinne der y-Axe mehrfach hin- und her- 

schwankt. Man darf folglich setzen 

(2) F=2ys+9%-TYVs, 

wo ® eine endlich bleibende Grösse bezeichnet). 
Andererseits möge n die Anzahl der Netzpunkte sein, 

welche auf der Strecke y liegen, einschliesslich derjenigen, 





*) Vgl. hiermit Gauss’ betr. Betrachtung in s. ges. Werken Bd. II 
DA2TT. 
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“welche etwa auf die Begrenzung von F fallen; dann besteht 
y aus n— 1 Stücken von der Länge s und möglicherweise aus 
zwei Stücken, welche kleiner als s sind, sodass man sicher 
setzen darf 

y=ns-+©®s, 


wo © ein positiver oder negativer echter Bruch ist. Multipli- 
cirt man mit s und addirt dann über alle durch F' gehende 
Parallelen zur y-Axe, so wird die Summe aller n die Ge- 
sammtmenge von Netzpunkten sein, die wir unter N verstanden, 
und man findet also 


Zys= Ns®-+s-.20Os. 


Die Summe auf der rechten Seite ist aber gewiss nicht 
grösser als die gesammte Breite aller Parallelstreifen, d. ı. als 
die Ausdehnung des Flächenstücks F ın Richtung der x-Axe, 
welche X heisse, und daher darf man schreiben: 


(3) Zy=N®+9"-.Xs, 


wo %” einen echten Bruch bedeutet. Durch Addition dieser 
Gleichung zur Gleichung (2) ergiebt sich ohne weiteres 


(4) F=Ns®’+0®.A4s, 


wenn wieder © einen für jedes s endlich bleibenden Werth, 
A aber den grösseren der beiden Werthe X, Y d. i. die grösste 
Ausdehnung von F in Richtung einer der Axen bedeutet. 
Da diese zufolge unserer Voraussetzung über das Flächenstück 
F endlich ist, so ist in der That 
lim, N? = HF. 
s=0 
Würde im Gegentheil die Begrenzung des Flächenstücks 
durch die Parallelstreifen mehr als zweimal geschnitten, so 
könnte man es in mehrere andere zerlegen, für welche die 
vorige Annahme zutrifft, und.da folglich der Satz für jeden 
dieser Theile von F’ stattfinden würde, bleibt er offenbar auch 
für das ganze Flächenstück richtig. 
Bekanntlich wird F gemessen durch das Doppelintegral 


Ja dy, 
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ausgedehnt über alle Punkte x,y, welche innerhalb 7 sind. 
Somit darf man der Formel (4) auch die Form geben: 


(5) I fax ay = Ns +04, 


unter welcher wir später von ihr Gebrauch machen werden. 

Die Form, in welcher Dirichlet diesen Hilfssatz zuerst 
ausgesprochen*®) und welche auch Gauss ursprünglich gewählt 
hat**), ergiebt sich aus der vorigen gewissermassen, indem 
man die Figur unendlich vergrössert. Es ist offenbar der- 
selbe Satz, wenn wir sagen: Denkt man sich die unend- 
liche Ebene durch äquidistante Parallelen zu den Coordinaten- 
axen in gleiche Quadrate s? zerlegt, und eine Curve C, welche, 
indem sie sich dabei stets ähnlich und zur Anfangslage 
ähnlich liegend bleibt, fort und fort sich ausdehnt, und nennt 
man N die dabei gleichzeitig unendlich wachsende Anzahl von 
Netzpunkten, die in das Innere von ( oder auf C selbst fallen, 


so eonvergirt das Verhültniss "- gegen die Einheit. 
2. Sei nun 
ax? + 2bay + cy? 

eine (positive) quadratische Form zunächst von negativer 
Determinante D= — 4. Die Gleichung 

aa +2bey+ co P=]1 
stellt dann bekamntlich eine Ellipse vor, deren Mittelpunkt 
der Anfangspunkt der Coordinaten ist und deren Halbaxen 
durch eine einfache Coordinatentransformation gleich 


V at+c—R V a.katR 
24 £ 24 
gefunden werden, wenn R zur Abkürzung gesetzt wırd für 


Va+o%—42; 
der Flächeninhalt F' einer Ellipse aber ist gleich dem Pro- 
dukte ihrer beiden Halbaxen in x. Demnach findet man 


ohne Mühe 


(6) F- 72 


*) S, seine Abh. recherches sur diverses applications u. 8. w. 
#*) 8, Gauss’ Werke Bd, 2 pag. 271. 
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Diejenigen Punkte ferner, welche im Innern odersauf der Be- 
grenzung der elliptischen Fläche 7 liegen, werden durch die 
Ungleichheit 
ac + 2bay+ co? <1 

bestimmt. | 

Denkt man sich nunmehr unter M eine beliebige positive 
ganze Zahl und zerlegt die elliptische Fläche durch äquidi- 
stante Parallelen zu den Üoordinatenaxen, zu welchen diese 
Coordinatenaxen selbst gehören sollen, in gleiche Quadrate, 


deren Seite s -V} ist, so werden die Coordinaten x, Y 
der Schnittpunkte die Vielfachen von s sein: 
(7) w=8s, y—=135, 
unter &, n ganze Zahlen verstanden; und die Coordinaten der- 
jenigen N Schnittpunkte, welche auf die Ellipse oder ins 
Innere von F' fallen, werden der Ungleichheit 
a + 2bin te <M 

genügen, umgekehrt aber auch jedem ganzzahligen Systeme Eye 
das diese Ungleichheit erfüllt, nach den Formeln (7) einer 
jener Schnittpunkte entsprechen. N bezeichnet demnach 
auch die Anzahl derjenigen ganzzahligen Systeme «, y, 
für welche der Werth der quadratischen Form 

ax? + 2bxy + cy? 
nicht grösser ıst als M.* Bei unendlich wachsendem M 
wird aber s unendlich klein, und durch Anwendung des Hilfs- 
satzes finden wir dann mit Rücksicht auf die Gleichung ’I=7 


für diese Anzahl N folgende Beziehung: 
(8) lm. „= ya: 


Ist zweitens ax? + 2bxy + cy? eine quadratische Form 
von positiver Determinante D, deren erster Üoefficient, wie 
früher festgesetzt wurde, positiv ist, so bedeutet die Gleichung 


ac + 2bay+coy=1 


eine Hyperbel, deren Mittelpunkt im Coordinatenanfange liegt; 
die Punkte x, y, welche die Ungleichheit 
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(9) ax? + 2bay+ cf? <1 

erfüllen, sind die Punkte der unendlichen Ebene, welche zwi- 
schen den beiden Hyperbelarmen liegen. Die Gleichung y= 0 
bedeutet die x-Axe; fügen wir jener Ungleichheit die weitere 
Bestimmung hinzu: 


0) y>0, 
so beschränkt sich jene Punktmenge auf diejenigen Punkte 
derselben, die oberhalb der x«-Axe liegen. Ferner bestimmt 
die Gleichung x = yy d. i. die Gleichung 
u(ar +by)=ty, 
in welcher ?,u die früher definirte Auflösung der Pell’schen 
Gleichung bezeichnen, eine durch den Anfangspunkt gehende 
Gerade, und die Ungleichheit 
(9) u(ao + by) > ty 
alle Punkte x, y auf einer Seite dieser Geraden. Die drei Un- 
gleichheiten (9) oder die entsprechenden Linien zusammen- 
genommen begrenzen ein endliches Flächenstück F' der Ebene. 
Aus der ersten folgt nämlich sogleich 
| (ax +by’<arDy, 
und da den beiden andern zufolge az + by positiv ist, 
ax +by<ya+Dy, 
während zugleich 
— t 
ax + by> BB 


sein soll; beides ist nur möglich, solange 


DENE VorgEg spe 

ee Va+Dy 

ist, woraus, mit Rücksicht auf die zweite der Ungleichheiten 
(9) für y die Beschränkung 

(10) | O<y<zuya 

hervorgeht. Für jeden dieser Werthe liegt dann x zwischen 
den endlichen Grenzen 


10) = —-b)yZaZzi(Va+Dy—by)- 
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Das Flächenstück F ist also durch die Ungleichheiten (10) 
definirt und kann auch durch das Integral 


= dx dy 


ausgedrückt werden, wenn es zwischen den angegebenen Gren- 
zen für x, y genommen wird. Beginnt man mit der Integration 
nach x, so kommt zunächst 


uya 
an (Va + Dy’ = 


und die einfachen RR übrigen Integrationen geben für F 
den folgenden Werth: 


1 er 
(11) er - log (t + uyD). 


Denkt man sich nun diese Fläche wieder, wie vorher, ın 
Quadrate von der Grösse s? zerlegt, so wird die Anzahl der 
Schnittpunkte (7), welche im Innern oder auf der Begrenzung - 
von F liegen, mit der Anzahl N derjenigen ganzzahligen 
Systeme &, n identisch sein, welche den Ungleichheiten ge- ‘ 
nügen: 

a® + 2bEn Ho ZM 
n > 
ua + bn)>tn 

oder, was dasselbe sagt, mit der Anzahl N derjenigen 
ganzzahligen Systeme x&,y, für welche der Werth der 
quadratischen Form a@®+2bxy+ cy? positiv und nicht 
grösser als M ist, und welche den in vor. Abschnitt 
mit (11) bezeichneten Ungleichheiten genügen. Bei 
unendlich wachsendem M oder abnehmenden s ergiebt der 
voraufgeschickte Hilfssatz mit Rücksicht auf die Gleichung (11) 
dieses Resultat: 


(12) im. 7 =; EE ‚lot +uVD). 
Die beiden Formeln (8) und (12) lassen sich aber — 
nach Kronecker — in eine einzige zusammenfassen. Nach 


(9) vor. Abschn. kann für 
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log(t+uyVD) auch A-bg(T+-UYD) 


gesetzt werden, und unter allen Auflösungen der Pell’schen 
Gleichung hat die Fundamentalauflösung 7, U die Eigenschaft, 
dass für sie der Ausdruck 2-+ uY.D den kleinsten positiven 


Werth grösser als Eins und deshalb Er log(t+ uYD) den 


kleinsten positiven reellen Werth annimmt. Da zudem 
ım Falle einer positiven Determinante das Zeichen =4 war, 


ist die rechte Seite von (12) nichts anderes, als > Mal der 


bezeichnete Werth. — Ist dagegen D= — 4 negativ, so 
nimmt log (t+uyD), falls 4>1 also r—=2 ist, für die 
Auflösungen t=1, u=0 resp. t=—1, u=0 die Werthe 


O0 und zi an; der kleinste positive reelle Werth von 





75 log + uyD) ist also 72’ 
die rechte Seite von (8) also = Mal dieser Werth. Ist end- 
lich 1—= —1, also r=4, so wird für die dann noch vor- 
handenen Auflösungen t=0, uv=1 resp. t=0,u=—1 
| —_ log (( + uVD) 
vD 
die Werthe 
TC 
a Baer ee 
„75108 i 2y2’ Vz s( ” VG 


resp. erhalten; der kleinst-mögliche positive reelle Werth des 


Ausdrucks ist daher 7 und die rechte Seite von (8) also 





= Mal dieser Werth. Demnach kann man endlich allgemein 
sagen: | 

Bedeutet $ den kleinsten positiven reellen Werth, 
den der Ausdruck 
75108 (+uyD) 
für irgendwelche ganzzahligen Auflösungen der Pell- 
schen Gleichung annehmen kann, so ist für jede, po- 
sitive oder negative Determinante 

N To 


12) Te 
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3. Dies Resultat verbinden wir jetzt mit dem allgemeinen 
Dirichlet’schen Satze (Nr. S des 3. Abschnittes). Das Zei- 
chen N bedeutete die Anzahl derjenigen, bei der ersten Summe 
zur Rechten der Grundgleichung (G,) zulässigen ganz- 
zahlisen Werthsysteme x, y, für welche ax” -+2bxy-+cy? den 
Werth M nicht überschreitet. Denkt man sich diese Summe 


1 
(14) = Zar rBay Her 


nach den wachsenden Werthen des Nenners geordnet, sodass 


sie dıe Gestalt 
En 
0 > 2ıt0 
n—=1 " 


annimmt, worin k, <Ä,„+ı ist, so drückt N auch die Anzahl 
der ganzzahligen Werthe k,,k,,%,,... aus, welche die Grenze 
M nicht überschreiten. Ist nun # eine stetig wachsende posi- 
tive Veränderliche, und 7 wieder die Anzahl jener Werthe, 
welche nicht grösser als # sind, so wird 7T= N sein, solange 
ti von M bis gegen M-1 hin wächst, und, wenn N’ der 
M -+ 1 entsprechende Werth von N ist, auf N’ springen, so- 
bald 2= M-+1 wird, und daher wird bei solchem Wachsen 


- 73 R : 
von t der Quotient =: zunächst zwischen = und Bart. ver- 








M M-+i 
bleiben, aber auf ST überspringen in dem Augenblicke, 
ın welchem # den Werth M --1 erreicht. Aber 

N NE: 
MAN Mr 
hat ebenso wie und a bei wachsendem M den zuvor 
M M+1i 
angegebenen Grenzwerth = ‚ also folgt auch 
RE 
N 


Da hiernach der Quotient = für ein unendlich wachsen- 
des t# einen Grenzwerth hat, wissen wir nach dem Dirich- 
let’schen Satze nicht nur, dass die Summe $ für jedes 
positive oe convergirt (s. vor. Abschn. Nr. 7 Anfang), 
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sondern auch, dass sie bei unendlich abnehmendem e 
ebendemselben Grenzwerthe zustrebt, d.h. wir finden: 





. 1 tt 
15 lim. > Zee, 
(15) 0=0 ® (ax? +2bay+ eyir® 2 


Wir wollen, bevor wir weitergehen, diese wichtige Formel 
noch durch ein anderes Verfahren herleiten,. welches zwar in 
seinen Principien das gleiche, wie das soeben befolgte, und 
dabei weniger unmittelbar ist, das jedoch eine nähere Ein- 
sicht gewährt, die wir uns zu St machen lat um eine 
später nöthige Formel zu gewinnen. 

Sei II eine beliebige positive ganze Zahl. Jedes, bei der 
Summe $ zulässige Werthsystem x, y lässt (mod. II) ein be- 
stimmtes System von Besten, und solcher möglichen Rest- 
systeme (mod. II) giebt es //”. Die Summe $ kann demge- 
mäss in /1? Partialsummen zerlegt werden, indem man jedesmal 
diejenigen ihrer Glieder zusammenfasst, bei welchen x, y die- 
selbe Restcombination (mod. II) aufweisen. Wir betrachten 
eine beliebige dieser Partialsummen, z. B. diejenige $,, bei 
welcher x, y die Restcombination «, y geben d.h. von der Form 


(16) z=lIIv-+e, y=lIHw-y 
sind, unter v, w ganze Zahlen verstanden. Letztere sind un- 
beschränkt, wenn D<O ist; für eine positive Determinante D 


dagegen haben die x,y von der Form (16) noch den Un- 


'gleichheiten er 
y>0, ulax + by) >ty 


zu genügen. Betrachten wir vorläufig nur diejenigen Zahlen 
- (16), für welche der Werth der quadratischen Form (a, b, ce) 
nicht grösser als die positive ganze Zahl M ist, so haben 
diese die Bedingung 


(17) ax + 2bay+ cf? <M 
zu erfüllen. Setzt man nun 
rs, 2-98, 
wobei wieder unter s die positive Quadratwurzel aus ” ver- 


standen werden soll, und betrachtet 5, n als rechtwinklige 
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Coordinaten eines Punktes, so erhält man für letztere nach- 
stehende Bedingungen: 


1) E=1Is-v-+os, n=lIs:-w-+ys 


d. h. &,n sind Schnittpunkte eines Netzes von Parallelen zu 
den Coordinatenaxen, welche die Ebene in Quadrate von der 
Grösse I1?s? zerlegen; 


h ae + bin + ey’ Z1 
>90, u(la8 + bn)>tn, © 


Ungleichheiten, von denen die beiden letzteren nur ım Falle 
D>0 in Betracht kommen, d. h. diese Schnittpunkte liegen 
innerhalb des Flächenstückes, welches in Nr.2 mit F' bezeichnet 
worden ist. Heisst N, die Anzahl all’ dieser Schnittpunkte, d. 1. 
aber die Anzahl aller ganzzahligen x,y von der Form (16), 
für welche ax? + 2bxy-- cy? nicht grösser als M ist und 
welche im Falle D>0O den Ungleichheiten 


y>0, ulax + by) >ty 


genügen, so convergirt bei unendlicher Abnahme von s oder 
bei unendlichem Wachsen von M das Produkt 


N, 
Ne DS 
gegen den Inhalt des Flächenstücks F', welchen wir dort gleich 


17 Ä ' P 
= gefunden haben, und folglich convergirt = gegen die Grenze 


1 79» 


er 
In Anwendung des allgemeinen Dirichlet’schen Satzes ge- 
winnt man auf solche Weise folgendes Resultat: 

Heisst S, derjenige Bestandtheil der Summe $, 
bei welchem die ganzzahligen x,y ausser den übrigen 
erforderlichen Bedingungen die Bedingung erfüllen, 
von der Form (16) zu sein, in welcher @,y irgend eins 
der möglichen Restsysteme (mod. II) bedeuten, so 
findet sich 
(dB). lin. 8, = 
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Es ist wohl zu bemerken, dass dieser Grenzwerth 
von dem besonderen Restsysteme «,y, von welchem 
wir ausgingen, durchaus unabhängig ist. Er ist dem- 
nach für die sämmtlichen /J? Partialsummen, in welche 
wir die Summe S zerlegt hatten, derselbe. Und somit 
bestätigt sich zunächst für lim. $S der früher gefundene 
Werth "I 5: 


4. Aber wir wollen nun diejenigen Restcombina- 
tionen «,y oder vielmehr nur ihre Anzahl festzustellen 
suchen, für welche ax’ + 2bxzy + cy? relativ prim wird 
gegen //. Diese bisher beliebige ganze Zahl setzen wir jedoch 
fortan als die folgende voraus: 


(18) II 209.23. 17. 


wo P,P',... verschiedene ungerade in 2D aufgehende, r, r’,... 
beliebige andere, unter einander verschiedene ungerade Prim- 
zahlen bedeuten. Wir dürfen mit ihr diejenige Zahl identifi- 
ciren, welche pag. 91 mit demselben Buchstaben bezeichnet 
worden ist, d. h. wir dürfen a bei dieser Betrachtung relativ 
prim voraussetzen gegen /J. Die Frage kommt dann, da 


ax? + 2bxy-+ ey’ = aa’ + 2bay + cy? (mod. II) 


ist, auf die andere hinaus: für welche Restcombinationen 
@,y wird der Ausdruck 


(19) (aa + by)? — Dr’ 
prim gegen II? . 
Nun lässt jeder Rest « sowohl wie jeder Rest y (mod. I7) 
einen der Reste 0,1 (mod. 2) 


2 


» ” 2) 0, 1, 2, Br ah BA Feen 1 (mod. p) 
ksta we 2er le (modern) 


und man erhält umgekehrt durch alle Combinationen der 
letztern Restsystenie sämmtliche Reste « sowohl wie y (mod. IT). 
Ausserdem wird der Ausdruck (19) dann, aber auch nur dann 
Bar prim sein zu I/, wenn er durch keine der Primzahlen 
DB, :..r,r,.., theilbar:ist. 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie 9 
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Soll er durch 2 nicht theilbar, also ungerade sein, so 
wird, wenn D gerade ist, y jeden der Reste 0,1 (mod. 2) 
annehmen dürfen, dann aber jedesmal a« + by ungerade sein 
müssen, also « nur einen der Reste 0,1 (mod. 2) lassen 
dürfen; es giebt in diesem Falle zwei zulässige Bestcombina- 
tionen @,y (mod.2). Ist D ungerade, so wird einem geraden y . 
ein ungerades «, einem ungeraden y ein gerades resp. unge- 
rades & zugeordnet werden müssen, je nachdem b gerade oder 
ungerade ist; also auch jetzt giebt es zwei zulässige Rest- 
combinationen (mod. 2). 

Soll der Ausdruck (19) durch eine Primzahl p nicht theil- 
bar sein, welche in D aufgeht, so darf a« + by nicht durch 
p theilbar sein; das giebt für jeden der p Werthe, welche y 
haben kann, p —1 zulässige Reste « oder im Ganzen p(p — 1) 
zulässige Resteombinationen &, y (mod. p). 

Soll endlich der Ausdruck (19) durch eine ungerade Prim- 
zahl r nicht theilbar sein, welche nicht in D aufgeht, so 
wird, wenn y theilbar ist durch r, wieder a« + by nicht 
durch r theilbar sein dürfen, was r — 1 zulässige Restcombi- 
nationen ergiebt. Lässt aber y einen der Reste 1,2,...r —1, 


so kann (19) nur dann durch r aufgehen, wenn (en) =] ist. 


Im Falle (=) — — 1 darf also « jeden Rest (mod. r) bedeuten, 


und man erhält daher noch r(r— 1), im Ganzen demnach 


(r +1)(r —1) zulässige Restcombinationen (mod. r.. Wenn 


dagegen >) —=+1 ist, so müssen für jedes durch r nicht 


theilbare y diejenigen beiden Reste « ausgeschlossen werden, 
für welche a« + by mit einer der Wurzeln der Congruenz 
2” == Dy? (mod. r) übereinstimmen würde; hier erhält man 
also ausser den früheren r —1 nur noch (r — 2)(r —1), im 
Ganzen also (r—1)(r —1) zulässige Resteombinationen (mod.r). 





Nennt man allgemein q die ungeraden Primfaktoren von 
II, so dass man schreiben kann / 


(20) IT=2.Il(g), 


so darf man, die letzten beiden Fälle zusammenfassend, gen: 
in Bezug auf jeden der Moduln g giebt es 
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a 1) (ee) 
zulässige Restcombinationen «,y, wenn unter & der Werth OÖ 
oder (7) verstanden wird, je nachdem q in D aufgeht oder nicht. 


Aus dieser Betrachtung geht nun aber hervor, 
dass die Anzahl der Restsysteme «,» (mod. II), für 
welche 

ax 4 2bxy + cy?, 


wenn z,y die Form (16) haben, relativ prim gegen I 


wird, gleich 
2:1 [a -D@- 9 
q 


ist, das Produkt auf alle in II aufgehende ungerade 
Primfaktoren bezogen. — 

Von den so gewonnenen kesultaten machen wir nun eine 
später nützliche Anwendung. Betrachten wir statt der Summe 
S die Summe 








‚ >“ 1 
Ss = 
"(an +2bayteyiite 


indem wir, wie in Nr. 9 vor. Abschn., die Summation auf die- 
jenigen zulässigen Werthsysteme x, y beschränken, für welche 
die Form (a,b,c) relativ prim wird zu Il. Sie ist offenbar 


die Summe der 
2.| Fa=1)@ =») 
2 


Partialsummen $,, denen die im letzten Satze angegebenen 
- Restsysteme «, y (mod. II) entsprechen, und demnach findet 
man mit Rücksicht auf die Gleichung (15,) und auf 
die Formel (20) ohne weiteres 


60.) Far Be er Vs + cyatr? ie all“ le) i 


Ist insbesondere II das Produkt der verschiedenen 
Primfaktoren, aus welchen 2D besteht, so ergiebt 
sich, wenn / den Absolutwerth von D bezeichnet, 
y I E T Tt# 9(22£) 
1 lim. - a er ö 
9* 
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wenn links die Summation auf alle (im Falle D>0O 
den Ungleichheiten 
ulac +by)>ty, y>o0 

senügenden) ganzzahligen &, y sich erstreckt, für 
welche ax? + 2bxy-+ cy? relativ prim wird gegen 2D. 

5. Sehr wichtig ist der Umstand, welchen die Formel (15) 
erkennen lässt, dass der Grenzwerth der Summe $ von der 
speciellen Form (a,b,c) oder von der Classe, zu welcher sie 
gehört, völlig unabhängig ist; er ist demnach der gleiche für 
jede der Summen, welche sich auf der rechten Seite der Grund- 
formel (G,) befinden. Hieraus ziehen wir mit Kronecker 
sogleich den Schluss: dass die Classenanzahl H der qua- 
dratischen Formen für jede Determinante D nur eine 
endliche ist. Denn sonst würde der Werth der rechten 
Seite dieser Grundformel unendlich gross sein, während der- 
jenige der linken Seite, wie bereits bemerkt worden, end- 
lich ist. 

Kronecker macht hierzu eine höchst beachtenswerthe 
Bemerkung. Die Formel 


TE 


durch welche der Grenzwerth der linken Seite der Grundformel 
erhalten wird, und der Umstand, dass dieser Werth ein end- 
licher ist, ergab sich, wie aus Nr. 6 des dritten Abschnittes 
hervorgeht, wesentlich nur auf Grund des in der Formel (17) 
daselbst ausgesprochenen Satzes, der selbst wieder ein gerader 
Ausfluss des Reciprocitätsgesetzes in der Theorie der quadra- 
tischen Reste ist. Da wir nun sowohl den Kronecker’schen 
Nachweis, dass die Pell’sche Gleichung für positive Determi- 
nanten unendlich viele Lösungen hat, als auch den Beweis 
für die Endlichkeit der Classenanzahl durchaus nur aus der 
Endlichkeit der Summe (21) erschliessen konnten, so zeigen 
die Dirichlet’schen Methoden, „dass dieser Fundamental- 
satz aus der Theorie der quadratischen Reste merk- 
würdigerweise auch als die eigentliche Quelle für 
jene beiden elementaren Haupteigenschaften der qua- 
dratischen Formen angesehen werden kann“, 
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Zugleich aber ermöglichen uns die gewonnenen Resultate 
auch, für die Classenanzahl 7/ einen Ausdruck aufzustellen, 
der sie als Funktion der Determinante bestimmt. Setzen wir 
nämlich die gefundenen Grenzwerthe für die beiden Seiten der 
Grundformel (G,) einander gleich, so erhalten wir 


2 ER 
“2 ne OS 


Diese Formel setzt uns in den Stand, die Lücke 
zu ergänzen, welche bei der Untersuchung der arith- 
metischen Progression (s. Ende von Nr. 4 des 4.Abschn.) 
noch geblieben ist. Es handelte sich dort um den Nach- 
weis, dass die Summe 


von Null verschieden ist. Dies geht aber aus der vorstehenden 
Formel unmittelbar hervor, denn ® ist von Null verschieden, 
und, da für jede Determinante mindestens eine Formenclasse, 
nämlich die Hauptelasse mit der Form x? — Dy? vorhanden 
ist, so hat auch Z stets einen von Null verschiedenen Werth. 

6. Bevor wir nun zur weiteren Bestimmung des Werthes 
der unendlichen Reihe (21) übergehen, wollen wir näher die 
arithmetische Bedeutung der Grundformel (G,) zu er- 
. kennen suchen. 

Die Zahl N bedeutete die Anzahl aller derjenigen ganz- 
zahligen Werthsysteme x, y, welche — im Falle einer posi- 
tiven Determinante den bekannten Beschränkungen unter- 
worfen — der quadratischen Form (a, b,c) einen der Werthe 
1,2,3,... M ertheilen d. h. diese Zahlen durch die Form 
(a,b,c) darstellen. Nennt man daher für einen Augenblick 
fa), f (2), --. f(M) die Anzahl möglicher Darstellungen 
der Zahlen 1,2,... M resp. durch die Form (a, b,c) mittels 
solcher Systeme z,y, so ist 
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N-fW+HF@)+--- +7 (M) 
mad OR 


$) 
M==% M=& M 


und 





also bezeichnet dieser Grenzwerth die mittlere Anzahl 
der Darstellungen einer (positiven) ganzen Zahl durch 
die Form (a,b,c) mittels der Systeme &,y von der an- 


& N “ 
gegebenen Art. Dieser Grenzwerth von „7 wurde allein 


auf Grund des geometrischen Hilfssatzes durch die 
Formel (13) ausgedrückt gefunden und ist folglich für jede 
Form des Formensystems von gleichem Werthe; die 
mittlere Anzahl aller bezeichneten Darstellungen 
einer Zahl durch das Formensystem wird demnach, als 
Summe der mittleren Mengen von Darstellungen durch seine 
einzelnen Formen, allein auf Grund des geometrischen Hilfs- 


satzes gleich 
Toy 


2 





-H 


gefunden. Da wir aber mittels des Dirichlet’schen Satzes 
die Gleichheit des Grenzwerthes um = mit dem Grenzwerthe 
der Summe 8 für o = O erkannt haben, so bedeutet der zur 
Rechten der Grundformel (G,) stehende gesammte Grenzwerth 
die mittlere Anzahl aller Darstellungen einer posi- 
tiven ganzen Zahl durch das Formensystem der Deter- 
minante D mittels solcher ganzen Zahlen &,y, welche, 
im Falle einer positiven Determinante, für die ein- 
zelnen Summen den früher bezeichneten Unsgleich- 
heiten genügen. Die Bedeutung unserer Grundformel (G,) 
ist also die: für dieselbe mittlere Anzahl einen zweiten Aus- 
druck zu liefern, durch dessen Vergleichung mit dem erstern 
sich dann die Classenanzahl ergiebt. Jetzt wollen wir-der 
Dirichlet’schen Methode diejenige an die Seite setzen, 
durch welche Gauss, soweit die von ihm hinterlassenen 
Notizen erkennen lassen, zur Auffindung des zweiten 
Ausdrucks für die genannte mittlere Anzahl gelangt 
sein dürfte. | 


Es bezeichne f(m) dieselbe zahlentheoretische Funktion 
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wie bisher; ist p eine Primzahl und p® die höchste Potenz 
von p, welche in einer Zahl m aufgeht, so soll f &, mit 

p 


f(m; p) bezeichnet werden, ein Werth, welcher also mit f(m) 
identisch ist, sobald m nicht durch p theilbar ist; desgleichen, 
wenn p’ eine zweite Primzahl bedeutet und p’% die höchste 





Potenz von p’, die in m aufgeht, so werde f N mit 
Denn 

f(m; p,p’) bezeichnet, u.s.w. Denkt man sich sodann alle 

Primzahlen bis zu einer bestimmten Primzahl p hin, 


2,3,5, T,...20 P, 


(d(m)=f(m; 2, 3,5, ... 9%) 

\o°(m) = f(m; ED], 

d. h., wenn 9@ die höchste Potenz von p ist, welche in m 
aufgeht, 

(24) 0°” (m) —= 6 ee): 

Diesen Definitionen zufolge nimmt die Funktion 6(m) an der 


Eigenschaft der Funktion f(m) Theil, nach welcher, wenn 
m = np® und n nicht weiter durch p theilbar ist, 

f(m) = f(n)  f(p®) 
ist, eine Gleichung, welche aus Formel (23) vor. Abschnittes 


oO) 


hervorgeht. Es ist also 
25) 0m) = e(np®) = On) 8 (p®) = 9(n) -F(p®) 
oder auch 
(26) 0.(m) = 8’ (m) F(p®). 
Dies vorausgeschickt, betrachten wir sämmtliche ganze 


Zahlen 


so sel 


(23) 


I ERELLE 


Diese zerfallen in zwei Kategorien: 
erstens diejenigen Zahlen u <m, welche nicht durch » 
theilbar sind, und zweitens die Zahlen 


DE DE EN ED, 
vo m = E(") sein soll. Diese letztern Zahlen zerfallen 


wieder 
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erstens in solche Zahlen u’= u, -p, bei welchen u, <m, 
und nicht durch p theilbar ist, und zweitens in die Zahlen 
1792, Bar nn 


we m, =E£E (&%) sein soll. Die zuletzt genannten Zahlen zer- 


Y 
p 
fallen aufs neue 
erstens in solche Zahlen u” = u, p?, bei welchen u, <m, 
und nicht durch p theilbar ist, und zweitens in die Zahlen 


1.:.9°,3525.0°3,8 0° 20 ee 
we m, =E (>) ist, u. s. w. Schliesslich, wenn »° die höchste 
Potenz von p bezeichnet, welche noch kleiner ist als m, sodass 
mn =£E () noch von Null verschieden, aber E( A) —=( 
p p 

ist, erhält man noch eine letzte Kategorie von Zahlen 
u) = u;p', bei welchen u;,<m; und nicht durch p theilbar ist. 

Offenbar bilden die Zahlen u, uw’, u”, ... u® zusammen 
genommen die Gesammtheit der Zahlen 1, 2, 3,... m. 


Bezeichnet jetzt 
m), 0 (W) 


die auf alle Zahlen u bezogene Summe, so wird gleicherweise 
Hm) = (W) 
d(m,) = > 9 (W;) 


u. s. w. sein. Da jedoch u’= u,p, so ist nach (25) 


9u)=elu):f(P), 


desgleichen wegen u” = u,p? 


(u) = lu) FR?) 
u. 8. w., sodass die vorstehenden Gleichungen auch folgender- 
massen geschrieben werden können: 


>(m) = 0 (k) 
> (m) - fi) = 29 (w) 
9 (m): f() = 0 (w”) 
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Setzt man demnach 

ET) EMO) ++) +: +0m), 

so findet sich sogleich die Beziehung 

28) @(m) = Hm) +9 m) +9 m) ta) +: 
Andererseits ist nach Formel (24) 


(u) — (a) 

8) = 9 lup) = eu) 

8 (u) = 0’ (usp?) = 0 (u) 
sodass die Addition der obigen Gleichungen in ihrer ursprüng- 
lichen Gestalt die neue Beziehung ergiebt 
(29) 8 (m) =H(m) +9 (m) +9(m) +», 


wenn gesetzt wird 


30) m) +) HD LH +0 m). 

Wir werden nun die Gleichungen (28) und (29) durch m 
dividiren und darauf m unendlich wachsen lassen; den Defini- 
tionen (27) und (30) gemäss erhalten wir so die mittleren 
Werthe der Funktionen 8 (m) und #°(m), welche Me(m) und 
M 9m) resp. heissen mögen. Hierbei wollen wir bedenken, dass 

m—mp N 
ist, wenn r, eine Zahl <p ist, desgleichen 
M=M;P’ Tr, 
wo r,<p? ist, u.s.f. Daher wird 
em) _ an: — ‚m 4 Se em. acht 
ı m + m. + 
gesetzt werden können, ad wenn nun m unendlich wächst, 


so wachsen zugleich auch m,, my, m,, ... über jede Grenze 


ö > © Y ” 
hinaus und die echten Brüche = 


ni Br EEE dürfen diesen Zahlen 


gegenüber vernachlässigt werden. Demnach convergiren die 
Brüche zur Rechten, welche die ersten Faktoren ausmachen, 


N Man 





sämmtlich gegen denselben Grenzwerth M, wie 
findet somit 
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m leee.], 


und auf ganz demselben Wege | 

MIN) EM: +++]: 
Durch Verbindung dieser beiden Gleichungen mit einander und 
mit Rücksicht auf die Formel (27) vor. Abschn. gewinnt man 
folgendes Resultat: 
(31) Molm) = MoO’(m)- —— 


Dan 
Stellt man diese Gleichung für alle Primzahlen 2, 3, 5,7,... 
bis zur Primzahl » hin auf, indem man sich der Bedeutung 
der Zeichen O(m), ®°(m) erinnert, und multiplieirt sie dann 
in einander, so kommt allgemein: 


32) Mm) Mm; 2,3,...9):[ | 


1 





a. 
pP 

Nun ist einleuchtend, dass, weil alle ganzen Zahlen bis 
zur Primzahl p hin nur aus Potenzen von 2, 3,5,...p zu- 


sammengesetzt sind, für alle diese Zahlen 
BERNER DE He 


sein muss; je grösser also die Primzahl p gedacht wird, für 
um so mehr Zahlen am Anfang der natürlichen Zahlenreihe 
wird die Funktion f(m; 2, 3,... p) den gleichen Werth 1 
haben; und, wenn man sämmtliche Primzahlen umfasst, 
so wird 
EB 2,00 20, ler) 

für jede Zahl m gleich 1, und folglich auch der mittlere 
Werth dieser Funktion: 


(33) mE, 0, Dy ee 
sein. Geht man demnach in der Formel (32) zur Grenze über, 


indem man die Menge der Primzahlen 2,3,5,...p unendlich 
wachsen lässt, so kann man aus ıhr schliessen: 


(34) Mm) hl. ; 


1 





Ar, 
2 


Bestimmung der Classenanzahl durch eine unendliche Reihe. 139 


d.h. gleich dem über alle Primzahlen in der natürlichen Reihe 
genommenen Produkte, welches nichts anderes ist, als die 
gleichfalls in der natürlichen Reihenfolge genommene Summe 


Del 
SHkaps 

Der Ausdruck (34), noch mit z multiplicirt, ist 
aber ein zweiter Ausdruck für die mittlere Anzahl 
aller Darstellungen einer Zahl m durch das Formen- 
system der Determinante D, und seine Vergleichung mit 
dem Ausdrucke el giebt sogleich die Formel (22) für die 
Classenanzahl 7 wieder. — 

Mit Recht hebt jedoch Dedekind in seinen Bemerkungen 
zu Gauss’ handschriftlichen Notizen (Gauss’ W. Bd.II p. 296) 
hervor, dass der Grenzübergang, den wir in der Gleichung (32) 
gemacht haben, nicht ohne Bedenken ist. Denn das Zeichen 

IN im: 2,3,... 2) 

bedeutet den Grenzwerth 


Ba To 
m 2 





lim. 


M—=R 
und wenn wir daher nun in (32) die Anzahl der Primzahlen 
unendlich wachsen lassen, so gelangen wir rechts zu dem 


Grenzwerthe 
Zf(m; 2,3,...P) 


lım. lım. ä 
m 


p=», m=o 





während 
Dre eaelim. fm} 2,.330°..:.92) 
und demnach Er 


Mf(m; 2,3, 5, ....)— lim. lim, Zi ® B 2.2) 
M=R,P=R 


ist; ohne weiteres ist aber nicht einleuchtend, dass dieser 
Grenzwerth dem vorigen mit umgekehrter Ordnung der beiden 
Grenzübergänge gleich ist. Aus diesem Grunde fügt Dede- 
kind seinen Ergänzungen der Gaussischen Notizen noch eine 
weitere Betrachtung über den Weg hinzu, auf welchem an- 
scheinend Gauss diese Schwierigkeit vermieden habe; doch 
wollen wir hier darüber hinweggehen und verweisen den Leser 
auf Dedekind’s eigene Darstellung a. a. 0. — 
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7. Unsere weitere Aufgabe besteht nun darin, den Werth 
der Summe, welche in der Formel (22) auftritt, näher zu be- 
stimmen und so den Werth der Classenanzahl 4, oder, wie 
wir genauer sie jetzt bezeichnen wollen, Z(D) unter endlicher 
Form anzugeben. Durch eine einfache Bemerkung können wir 
uns die Lösung dieser Aufgabe wesentlich erleichtern. Be- 
trachten wir nämlich neben den Formen der Determinante D 
diejenigen der Determinante D’=D.s?, so würde ihre 
Classenanzahl jener allgemeinen Formel gemäss 


2 Q De 
=> EDS). Ir 
1 
sein, wenn mit 9 der zu ® analoge Werth, nämlich der 
kleinste positive reelle Werth bezeichnet wird, welchen der 


Ausdruck 


er -log(t’ + u’YD‘) 


für alle ganzzahligen Lösungen der Pell’schen Gleichung 
t??—Du’=1 


annehmen kann, und wo statt der Summe auch der Grenzwerth 


& 
lim > (=>) FR 
en - N /yire 
gesetzt werden darf. Sind nun r, r’, r”,... diejenigen Prim- 
zahlen, welche in $ aber nicht in 2D aufgehen, p, p),P",... 
die Primfaktoren von 2D, so sind p, p', p”, ... zusammen- 
genommen mit vr, r’, r",... die sämmtlichen in 2D’ auf- 


gehenden Primzahlen. Nach (22) des 1. Abschnittes ergiebt 


sich aber So 
>) = U -— 
on ntre 7 142 





a 


wenn das Produkt auf alle nicht in 2D’ aufgehenden, also 
auf alle, von den » und von den r verschiedenen Primzahlen 
bezogen wird; ebenso ist 


Ach U berres 


1 gire 
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wenn das Produkt auf alle, von den p» verschiedenen Prim- 
zahlen d. i. auf die vorigen Primzahlen und die Primzahlen r 


bezogen wird; da zudem ) = () gesetzt. werden kann, 
so ist hiernach | 


Se N 
nn n!te n N/yite 3 D 1 


oder umgekehrt 


SID TTe-Q)- 


Durch den Uebergang zur Grenze o = 0 folgt hieraus sogleich 














D@)3-I(@)4-IIe-@) 5) 


und nun durch Vergleichung der Formeln (22) und (35) die 
Beziehung 
alıre ans 
(36) a0D5—2.2D-]](-(2)->) 
Wir unterscheiden nun die beiden Fälle einer negativen 
und einer positiven Determinante. 
Ist D negativ, D=—J, so ist, wenn 1>1 ist, 





sein. Man findet also 


00, m 9 n.s.]16-693) 


Im Falle 1=1 dagegen ist 


PD NN 

WANN?! 
während ®’ seinen Werth beibehält; da zudem für die Deter- 
minante D='— 1 nur eine Classe, nämlich die Hauptclasse 
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ad 


mit der Hauptform x” -- y? vorhanden, also H(— LI) =1 ist, 
findet sich in diesem Falle einfach 


86)  H-9)--8- ING 1y2 


Ist dagegen D oe so ıst 





= 75 le(7FUVD), 
wenn 7, U die Fundamentalauflösung der Gleichung 
(37) ” — DW =1 


bezeichnet; entsprechend wird 


Lest O: YD) 


VD 
sein, wenn 7’, U’ die Fundamentalauflösung der Gleichung 
(38) ?— DI’ W—=1 


bedeutet. Zwischen beiden Auflösungen aber besteht eine 
einfache Beziehung. Denn offenbar bilden = 7’, u=U’S 
eine Lösung der Gleichung (37) und demnach ist bekanntlich 
für einen bestimmten positiven ganzzahligen Exponenten N 


PLUS. VD LBVDE 
und zwar ist diese Potenz die niedrigste Potenz von 


T-+UYVD, in deren Entwicklung der Coefficient von YD 
durch $ aufgeht; denn wäre v< N und in 


t+uVD=(T+UYD) 
w=uS theilbar durch 5, so wäre offenbar £, «” eine Auf- 
lösung der Gleichung (38), aber, da «’< U’, wäre dann 7’, U’ 
nicht die Fundamentalauflösung dieser Gleichung. Hiernach 
darf man sagen: 


Ist N der Exponent der niedrigsten Potenz von 
T+UYVD, in deren Entwicklung der Coefficient von 
VD durch $ theilbar ist, so ist 

T’+-UyYD’=(T+UyD)“ 
und daher 


Y— Es log DET VD) 
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sodass mit Rücksicht auf (36) sich folgende Gleichung 
ergiebt: 


S el 
@) 20) -HD. Ill), 

8. Dirichlet hat gezeigt*), wie der hier auftretende 
Exponent N mittels der Zerlegung von S$ in seine 
Primfaktoren ermittelt werden kann. Sei diese letztere: 

TR 
sodass unter den Primfaktoren q, q’, q',... auch die mit r 
bezeichneten sich befinden. Ist 


(T+UyD)" 
diejenige kleinste Potenz von T+ UYD, in deren Entwick- 


lung der Coeffieient von YD durch S theilbar ist, so ist 
dieser Coefficient auch durch jede der Primzahlen q,97,q9”,... 
theilbar. Sei nun 


t+uVD=(T+UYD) 
die niedrigste Potenz, für welche « durch g, it dann also nicht 
durch q theilbar ist; zunächst ist dann einleuchtend, dass auch 
in jeder Potenz, deren Exponent u ein Vielfaches von v ist, 


der Coeffieient von YD durch g aufgehen muss, denn, ist 
uw=v:.e, so ist in der Potenz 


(+uyD) 
dieser Üoefficient der folgende: 
elle 


&7= 2) e—3 2 Made 
(39) u [et la au DH |; 
ist dagegen u kein Vielfaches von v, sondern 
u = (CV + Be A u! V, 


so kann der Coefficient von YD in der u" Potenz nicht 
durch g theilbar sein, denn 


(T+UyD"“—=(T+UyD)”.(T+-UyD) 
kann gleich 





(4 +wYVD)-(?+wYD) 


*) S. Crelle’s Journal Bd. 53 p. 127, 
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gesetzt werden, worin u, durch q theilbar, also /, nicht theilbar 
durch g, und auch ’ nicht theilbar durch q ist; daraus folgt 


aber als Coefficient von YD: 
u + ut 
d. ı. eine nicht durch qg theilbare Zahl. 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dass N jedenfalls 
ein Vielfaches von v-sein muss. Ist aber N=ve und be- 
zeichnen 9°, qg* die höchsten Potenzen von q, welche resp. in 
«w und in e aufgehen, so folgt aus dem Ausdrucke (39), dass 


der Coefficient von YD in der entwickelten Potenz 
(T+UYD)", | 
da £ nicht theilbar ist durch q, genau durch die Potenz g’+: 
theilbar ist”). Da er nach der Annahme durch 5 also durch 
g“ theilbar sein soll, so muss, falls nicht schon ö>« ist, 
e durch g“-° theilbar sein; ist d>«, so braucht e nicht 
mehr durch g theilbar zu sein; bedeutet & je nach diesen 
beiden Fällen « — ö oder O0, so ist für die Theilbarkeit des 
Coefficienten durch q° nothwendig und hinreichend, dass N 
ein Vielfaches von vg? sei. 

Bezüglich der anderen in $ aufgehenden Primfaktoren 
gelten die gleichen Betrachtungen; werden daher die auf sie 
bezüglichen analogen Zahlen durch accentuirte Buchstaben 
bezeichnet, so findet sich für N die Bestimmung: dass N das 
kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 

vg, viaä, vg... 
sein muss. 

Hieraus hat Dirichlet einen sehr interessanten Schluss 
gezogen. Die Zahlen v,d,v',ö’,... sind unabhängig von den 


*) In der That, setzt man e= e’g’, wo e’ nicht durch g theilbar 
ist, so kommt die Erhebung des Ausdrucks t-+ uY_D zur Potenz e auf 
die successive Erhebung zur Potenz e’ und s-malige Erhebung zur Po- 
tenz q hinaus. Der Ausdruck (39) lehrt aber, dass bei der Erhebung 
von t+uYD zu einer Potenz, deren Exponent nicht durch gq aufgeht, 
der Coefficient von YD in der Entwicklung keinen neuen Faktor q 
gewinnen kann, dass er aber bei jedesmaliger Erhebung zur gten Po- 
tenz den Faktor q genau einmal gewinnt, 
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Werthen der Exponenten @,«',«”’,...; für hinreichend grosse 
_ Werthe dieser Exponenten aber sind die vorstehenden Zahlen 
mit den folgenden: 


a) IE a 
ve, v’g at, ann 


identisch, deren kleinstes gemeinsames Vielfache N von der 
Form sein wird S 
M- ge=I+ß ge—d'+R' gi" +R" na 


’ 

unter ß, ß’, ß”,... nicht negative, von den Werthen der Ex- 
ponenten «&, «', @”,... unabhängige Zahlen verstanden, wäh- 
rend M weder von diesen, noch von den Primfaktoren q,g’,q”,..- 
überhaupt abhängig ist. Demnach wird der Quotient 


a g’—R que =#£! El 


gleichfalls von den «, «@’, @”,... unabhängig sein. Da nun 
in der Formel (36°) das zur Rechten befindliche Produkt zwar 
von den zu den Primzahlen g,g9',q",... gehörigen Primzahlen 
r,r',r",..., aber nicht davon abhängt, wie oft sie in $ auf- 
gehen, d. h. auch unabhängig ist von den «a, «’, @’,..., so 
zeigt sich der eigenthümliche Umstand, dass aus jeder 
positiven Determinante D, indem man für a,«',«”,... 
beliebige hinreichend grosse Werthe wählt, unend- 


lich viel andere, der Formel 
DEZ), 

angehörige Determinanten abgeleitet werden können, 
welchen allen die gleiche Olassenanzahl entspricht. 

Später werden wir auf dieses Ergebniss zurückkommen, 
um daraus eine neue wichtige Folgerung herzuleiten. Für 
den Augenblick schliessen wir diese Betrachtung, indem wir 
bemerken, dass es, den Formeln (36) gemäss, genügen 
wird, bei der weiteren Berechnung der Classenanzahl 
denjenigen Fall zu verfolgen, in welchem die Deter- 
minante durch keine Quadratzahl ausser Eins mehr 


theilbar ist, eine Annahme, unter welcher die Rechnung 
sich wesentlich vereinfacht. 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 10 
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Die Gaussischen Summen. 


1. Um die Classenanzahl als Funktion der Determinante 
ausgedrückt zu erhalten, haben wir noch die unendliche Reihe, 
welche in der Formel (22) vor. Abschn. auftritt, zn summiren, 
d. ı. unter endlicher Form darzustellen. Hierzu bedürfen wir 
gewisser Summen, welche zuerst von Gauss betrachtet und 
bestimmt worden sind und welche daher als Gaussische 
Summen bezeichnet zu werden pflegen. Gauss stiess auf sie 
in seiner Lehre von der Kreistheilung. Ist nämlich p eine 
ungerade Primzahl, u irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, 
so ergiebt die Formel 

oo 2 2 
BEE sw ARD E RT 
e m + ısın s 








die sämmtlichen von 1 verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
=], 


wenn darin s die Werthe 1, 2, 3,...p» — 1 durchläuft. Wir 
unterscheiden diejenigen Werthe « von s, welche quadratische 
Reste (mod. p) sind, von denjenigen Werthen b von s, welche 
quadratische Nichtreste (mod. p) sind. Setzen wir dann 


p—1 2su rei 
2 S 2 
©) Dr 
3 s=1 P 
so ıst 
2au ri 2buri 


(2) = D'e 2 Ba IE Er 


während zugleich 


Die Gaussischen Summen. 147 





2auri 2burti 
(3) —l= Se + >. if 
a b 
oder 
2Zauri 2buri 








(4) 0=1+)e 2 ee = 


ist, da rechts die Summe aller Wurzeln der obigen Gleichung 
steht, welche Null ist. Die letztere Gleichung gestattet, die 


Summe $, auch so zu schreiben: 
2auTei 


Den ER 


oder noch einfacher folgendermassen: 


»—1 RT 
(5) De Bir. 
Aus (2) und (3) können die beiden Summen 
2auri 2dbuni 


Pe WER 
2 

berechnet werden, sobald S, bekannt ist. Nun bedarf man 
ihres Werthes in der Gaussischen Kreistheilungslehre, es stellt 
sich aber der eigenthümliche Umstand heraus, dass zwar der 
absolute Werth oder, was dasselbe sagt, das Quadrat von 
S, sehr leicht sich ermitteln lässt, die genaue Feststellung des 
Vorzeichens, das jenem Werthe beizulegen ist, aber sehr 
erheblichen Schwierigkeiten begegnet; und unsere folgenden 
Betrachtungen werden in der That zeigen, dass diese Fest- 
stellung einem sehr viel höher gelegenen Gebiete der Analysis ° 
entspringt. Erst nach vielen und mannigfaltigen vergeblichen 
Versuchen gelang es Gauss, in seiner Abhandlung summatio 
quarandum serierum singularıum das Ziel zu erreichen und 
den genauen Werth nicht allein der Summe S,, sondern der 
allgemeineren Summe 
n—1 . ,2u@i 
6 N DS 
(6) 2 


20° 
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in welcher n irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, zu be- 
stimmen. Die Methode, welche er hierzu verwendete, besteht 
in der Umformung der Summe in ein Produkt, dessen genauer 
Werth leichter angebbar ist, und er erreicht diese Umformung 
mittels einfacher Eigenschaften zweier eigenthümlicher Reihen, 
die beide zu diesem Zwecke verwendbar sind, nämlich der 


Reihen: 
et: m 1 m—1 
(2) fam)-1- —& a ee 


I (1 ke a”) (1 en (1 &a aa 


1—- 1 —-aN) (1 — x) 











und 
1 m Ka m—1 
(8) F(x, mn)=1-4%" ie a. ee ) 
Ei = (1— ar ee 
=E 1-2) — a) a 


welche, so oft m eine positive ganze Zahl ist, offenbar nur 
endliche heihen sind. 

Später hat Lebesgue zu gleichem Zwecke die beiden 
schon in Nr. 11 des zweiten Abschnittes eingeführten Aus- 
drücke f(z) und F(z) benutzt. Da die Funktion f(z) mit 
dem Ausdrucke f(x, m) identisch wird, wenn man in ihr a1 
statt z und ©” statt 2 setzt, so zeigt sich auf solche Weise, 
dass die eigentliche Quelle der Gaussischen Methode in der 
Lehre von den elliptischen Funktionen zu sehen ist, der jene 
Lebesgue’schen Funktionen zugehören, und die nachfolgenden 
Betrachtungen werden dies vollauf bestätigen. 

Für den Fall n=p hat übrigens Cauchy einen ein- 
facheren Weg angegeben, um die Summe $, in ein Produkt 
zu verwandeln und so ihren genauen Werth zu ermitteln“), 
und Kronecker hat, den Grundgedanken dieser Methode fest- 
haltend, in sehr eleganter Weise dieselbe Gaussische Formel 
bewiesen®*). Doch sind diese Methoden nicht in gleicher Weise 
anwendbar, wenn n von einer Primzahl verschieden ist. 


*) Methode simple et nouvelle pour la determination des sommes 
alternees, formees avec les racines primitives des &quations binömes, 
Liouville’s Journal J. 1840, t. 5, p. 154. 

**) S. Liouville’s Journal 1856, ser. II, t. I, p. 392. 
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2. Wir legen unseren weiteren Betrachtungen die Summe 


n—1 Een Er 


(9) p(m, n) — De # 


zu Grunde, welche für den Fall einer geraden Zahl mn = 2u 
mit S, identisch wird; unter n verstehen wir stets eine posi- 
tive ganze Zahl, während m irgend welche ganze Zahl be- 
deutet*). Entwickeln wir zunächst die einfachsten Eigenschaften 
dieser Summe. 

1) Ihr Werth ist ohne weiteres genau angebbar, 
sobald m und n zugleich ungerade Zahlen sind. Denn 
in diesem Falle darf man schreiben: 


n—|1l 
MTi mrti 
. (n — s)? . ) 
y) 


dar Par 


Bl 














da aber 
e =—e 
sich ergiebt, findet man sogleich 
(10) o(m,n)=1 (m,n ungerade). 
Wir werden demnach in allem Folgenden wenigstens eine 
der beiden Zahlen m, n als gerade voraussetzen dürfen. 
2) Für n=1 ergiebt sich, gleichviel, ob m gerade oder 


ungerade ist, 


(11) DER le 
3) Für n=2 findet sich, welchen Werth m auch hat, 
E12) o(m, 2) =1-+ i". 


4) Offenbar ist stets 
(13) p(m,n) = p(m,n), wenn m = m (mod. 2n) 


ist; also ist 





*) Kronecker bezeichnet in seiner Abhandlung: Ueber den vierten 
Gaussischen Beweis des Reciprocitätsgesetzes für quadratische Reste, 
in den Monatsber. d. Berliner Akademie v. 29. Juli und 28. October 1880 
— mi 





die Gaussischen Summen mit @ ( ) doch scheint es uns richtiger, 


sie mit Dirichlet als eine Funktion zweier Elemente: m und n zu 
bezeichnen. 
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(14) p(2u,n)=gY(2u, n), wenn u = u (mod. n) 
ist. 

5) Sei % eine zu n prime Zahl, so wird zugleich mit s 
auch %ks alle Reste (mod. n) durchlaufen, demnach wird 


Se 2uni mel (re 


n—1 8 

n 
Dane 
s=0 s 


=0 








sein, eine Gleichung, welche anders geschrieben die Formel 
ergiebt: 


(15) pl, n) = p(2u, n) 
(wenn k,n relativ prim). 


6) Bildet man das Produkt der beiden Summen 


n—1 2. 2urtin 


so findet man zunächst 


po (2un,n)-p(2un,n) = De 


TECH 


2Zumi 
nn 


(n'?s? + n?s'?). 





d. i. gleich einer Doppelsumme, in welcher s die Werthe 
0,1, 2-..-n— 1 und 8 die Werthe 0, 1, 2,-. m" — 1 zu 
durchlaufen hat. Den Exponenten von e darf man jedoch fol- 
gendermassen schreiben: 


’ ng, Zum 
(ns -+ ns‘) Fa 





da dieser vom früheren sich nur um ein ganzes Vielfache von 
2rci unterscheidet. Sind aber n, n’ relative Primzahlen, so 
durchläuft ms + ns ein vollständiges Restsystem (mod. nr‘), 
wenn s und s’ alle ihre Werthe durchlaufen, und da für 
ns-- ns im Exponenten von e sein kleinster Rest (mod. %”‘) 
gesetzt werden darf, findet sich die Doppelsumme gleich 
p(2u,nn’) d.h. folgende Formel: 


(16) p(2un‘,n)-p(2un,n) = gp(2u, nn‘), 


wenn n, n relative Primzahlen sind. 
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7) Da, wenn h eine positive ganze Zahl bedeutet, 








o(lhm,ın)= Ne "= Ne " 
i s—=0 s—0 
auch gleich 
n—1 s? nun nt (A — 1)n-+s)2- = 
> e te +... e 
0 “ 


gesetzt werden kann und, wenn wenigstens eine der Zahlen 
m, n gerade ist, die sämmtlichen Exponentialgrössen unter 
dem Summenzeichen gleich der ersten von ihnen sind, so 
findet sich 

(17) po(hm,hn)=h:p(m, n), 

so oft wenigstens eine der Zahlen m, n gerade ist. 

3. Die hier zusammengestellten Eigenschaften der 
Funktion p(m, n) genügen, zu zeigen, wie die Bestim- 
mung ihres allgemeinen Werthes auf den Fall zurück- 
geführt werden kann, in welchem n eine Primzahl ist. 

Wir dürfen uns hierzu auf die Voraussetzung beschränken, 
dass m gerade: m = 2u ist; denn wäre m ungerade, so wäre 
p(m, n) entweder nach (10) gleich 1, wenn auch n ungerade 
ist, oder man hätte andernfalls nach (17) 


1 
p(m, n) = en p(2m, 2n) 


d.i., man käme auf den Fall eines geraden ersten Argumentes 
der Funktion zurück. Betrachten wir demnach nur die Funktion 
p(2u, n). 

Nun kann man stets n = 2%.» setzen, wo v ungerade, 
also prim zu 2° ist. Demnach ist zufolge (16) 


18) PR, v)—= part! u»): p(l2ur, 2°). 

Nach dieser Formel kommt die Bestimmung von 
p(2u, n) auf die Fälle zurück, in denen n entweder 
ungerade oder eine Potenz von 2 ist. 

Handelt es sich zunächst um p(2u, 2°), so dürfen 
wir u ungerade voraussetzen; denn so oft u gerade, etwa 
u—= 2?w ist, wo nun w ungerade, so würde nach (17), wenn 
> e ist, 
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p(2u, 27) = 2°. game. 2W, 1)— 24, 
und, wenn A <a ist, 
p(2u, 2%)= 2*.p(2u, 2°) 
sein und wir würden auf den vorausgesetzten Fall zurück- 
kommen. Wird hiernach also von vornherein u als ungerade 
vorausgesetzt, so lässt sich (2u, 2°) folgendermassen schreiben: 





a—l1 e R , : 
2 @e-i a. 2umi VER re 
104 3% 
e + e s 
s=0 
also, so lange «> 2 ist: 
zen 2. Zuri 





(19) p (2u, 2°) in 5% 


Andererseits durchläuft der Ausdruck s = 2°-?.2-+5 alle. 
Werthe 0, 1, 2, .--2* — 1, wenn man s’ alle Werthe 
0,1,2, ---2e=2— 1], und z alle Werthe 0, 1,2,3 annehmen 


lässt; demnach darf man 
2 nn 


p (Zu, 2°) 3 


auch als Doppelsumme so schreiben: 


202 UaBR 


( 902; 3, a 
920, 2)= De 2“ 


und führt diesen Ausdruck leicht in den folgenden über: 


an I * 3e”) 


solange «> 4 ist. Die auf z bezügliche Summe ist aber, da 
u ungerade vorausgesetzt ist, gleich Null für jedes ungerade 5‘, 
dagegen gleich 4 für jeden geraden Werth $# = 23”, sodass 
man einfacher erhält 





2. en 





Pan 2)—=4:Ne ii 
Ist nun «>4, so ist @—2>2, mit Rücksicht auf (19) lässt 
sich demnach das Resultat so ausdrücken: 
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(20) y2u, 2°) = 2: p(2u, 2°), 
wenn u ungerade und «> 4 ist. 

Wird demnach «—=2ß + y gesetzt, wo y einen der Werthe 
OÖ oder 1 hat, so gewinnt man aus vorstehender Reductions- 
formel leicht folgende andere: 


o(2u, 27) = 271.p(2u, 2772). 


Für y=0 d.i. für ein gerades « führt diese Formel auf 
die Funktion 
g 2, Zuri 
Ba) 30, 2) 


0 





zurück und man findet 
(21a) op (Zu, 2%) = 2%.(1 +“) (a gerade). 


Für y=1d.i. für ein ungerades «a führt die Formel auf 


die Funktion 
a. 2uri uri 


7 $ 
9a, = De "—Lt:e‘ 
0 


zurück und man findet 








et a i 
(21b) p(2u, 2) =2 ° .e* (« ungerade). 

Suchen wir nunmehr p(2u,n) für den Fall, dass n 
ungerade ist; wir dürfen dabei voraussetzen, dass u,n 
relativ prim sind; denn wäre h ihr grösster gemeinsamer 
Theiler und 

Bun hm 
wo nun w',n relative Primzahlen bedeuten, so wäre nach (17) 


p@2u,n)=h:p(2w, m) 
und letztere Funktion zu bestimmen. — Denken wir uns n ın 
seine Primfaktoren zerlegt: . 
| N A 

und setzen alsdann 

==P, ——P, m —P", N 

p p 
so ergiebt eine einfache Verallgemeinerung der Gleichung (16) 
die nachstehende: 
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(22) em, )=] [P@eP, 2°), 


in welcher die Multiplikation zur Rechten sich auf alle Prim- 

zahlpotenzen erstreckt, aus denen n besteht. Um p(2u, n) 

zu ermitteln, genügt es daher, die Gaussischen Summen für 

den Fall zu bestimmen, wo n eine Primzahlpotenz p* ist. 
Nun ist 


p er 52% u 


9 (2u, p°) >; 


sem RFES, 
so durchläuft s alle seine Werthe, wenn man s’ die Werthe 
0, 1,2, -+-pe=12— 1 und 2 die Werthe O, 1, 2, ---p— 1 an- 
nehmen lässt. Auf solche Weise verwandelt sich die Summe 
zunächst in die Doppelsumme 


ae 


& 
>5 = 


34% 





Setzen wir 


die aber, so lange «> 1 ist, der folgenden gleich ist: 


gr Zu zri Aus'zrti 
BE 
Bi 2 


hier verschwindet aber für jeden nicht durch p theilbaren 
Werth s’ die auf 2 bezügliche Summe, während sie gleich p 
wird, wenn 8’ durch p theilbar: s® = ps” ist. In Nies dessen 
Aka man schreiben: 








pa—2_1 yn Quri 
»@H, BR De Ar 

di. I 
(23) p(2u, P)=Pp-p(2u, pP). 


Setzt man daher «e=2ß-+y, wo y=0 oder y=1 ist, so 
führt die vorstehende Reductionsformel zur folgenden Gleichung: 


9 2u, 2) = -pl2u, m) 


d.i. zur Gleichung 
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(24 a) p(2u, 2°) = pr (a gerade) 


und zur Gleichung 


a—1 





(24b) Pl2u,p")=p " :p(2u, pP) (« ungerade). 
Hiermit ist der gewollte Nachweis geliefert, und 
alles kommt schliesslich darauf hinaus, den Werth von 


po—1 2. 2uri 


Pau, )=De ° 


0 





d. i. von S, zu bestimmen. 

Wie schon bemerkt wurde, ist das Quadrat von 
S, leicht zu finden. Da nämlich, wenn auch A eine wie w 
durch p nicht theilbare Zahl bezeichnet, As gleichzeitig mit s 
alle Reste (mod. p) durchläuft, so kann man 








wei „zuri | ‚2ruri 
ETF 
037, 
(25) p (220, 0) = (5): 920, 2) 
setzen. Für A= — 1 folgt hieraus 
p(— 2u, P)= —) -p(2u, pP) 


und folglich 
Ei 


eu pP’ = ) 92, P) Pl 2u, P) 
du, 





2Zuri 
(El 


p(2u, =): De jr 


88. 
Setzt man nun 


r=s+s, t=s—s (mod. p), 
so entspricht jeder Restcombination s, s° (mod. p) eine be- 
stimmte Resteombination r, t, und umgekehrt jeder solchen 


eine bestimmte Restcombination s, s mittels der auflösbaren 
Üongruenzen 


2s=r+t, 2? =r—t (mod. p). 


Folglich kann man der obigen Formel auch die Gestalt geben: 
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p(2u, pP)’ = Z) Die: 


r,t 
die nach ? genommene Summe hat aber den Werth O0, so oft 
r von OÖ verschieden ist, und für r = 0 ist sie gleich p; folg- 
lich kommt 


(26) p(2u,p’= —) 'P- 


Hieraus folgt nun gemäss den Formeln (24a) und (24b) 
9 —1 
p(2u,p°)—=p* oder 920,0)’ (—) Ps, 
je nachdem « gerade oder ungerade ist, und folglich allgemein 
I 
p(2u, pP)’ = (o ) "p°, 


und nunmehr zufolge (22) für jede ungerade Zahl n, zu wel- 
cher u prim ist, 


(27) p(2u,n)’—= | N. 


Somit ist für jede ungerade Zahl n der absolute Werth 
der Gaussischen Summe @(2u,n) ermittelt und es handelt 
sich jetzt weiter darum, zu entscheiden, ob in der 
Formel 





oRu,n)=-+ V=)n 
das obere oder untere Vorzeichen zu wählen ist. 

4. Wir schlagen zu diesem Zwecke zuerst den Weg ein, 
welchen Dirichlet angegeben hat*). Er stützt sich dabei 
auf eine an sich interessante Formel, welche der Lehre von 
den Fourier’schen Reihen entstammt**). 

Sei f(x). eine Funktion, welche für jedes x zwischen den 
Grenzen 0 und 2hx einschliesslich endlich und stetig ist und 
nicht unendlich viele Maxima oder Minima besitzt. Das Integral 

2hr 
(28) J,; -/ fla)'eossı. dr, 
0 


*) Dirichlet sur l’usage des integrales definies dans la somma- 
tion des series finies ou infinies, Crelle’s Journal Bd. 17. 
*#) S, Kronecker’s Abhandlung „Ueber eine bei Anwendung der 
partiellen Integration nützliche Formel‘, Sitzungsber. der Berl. Akad. 
1885 p. 841. 
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ın welchem s eine ganze Zahl bedeutet, kann folgendermassen 
zerlegt werden: 


1 @r+Yyr @r+2n 

J,; - > (re cos se de + Ir@ COS S& 2e), 
ZU Mrn @rK£ı)z 

wird hier das erste Integral durch die Substitution von 

2rz + x an Stelle von x, das zweite durch die Substitution 

von 2r-+2)n — x an Stelle von x umgeformt, so erhält man 


=D [Irerr +x%) +f(@r+ 2) m — x) | cos s« dx 


oder 
(29) J; -/F@) cossx dx, 
0 


wenn gesetzt wird 
Fla)=f@a)+f@r—a)+f@a+2)+fda—2)+-- 
+f2@(k— Dr +) +fehr —e). 


Nach der Theorie der Fourier’schen Reihen darf man 
aber setzen 


(30) 


a 
le e C5 BD ERCORE SUN, 


Sl 


wo allgemein der Coefficient 


zt 
er —!(F@) c08 5% dx 
0 


ist, und hieraus folgt für 2—=0: 


er, 
F (0) =D Ir@ cos se. de. 
er 
Somit ergiebt sich die Formel: 


f(0) +2 12m) + 2f(&n) ++ 2/20 —1)m) + f(@lım) 


2hr 
° 


(31) Be ST Ir@ cosst. dx, 


welche die Dirichlet’sche Hilfsformel ist. 
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Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die 


Summe 


n—1 2 2uri 


p(2u,n) - De s 
0 


zunächst für den Fall, dass n eine durch 4 theilbare 
Zahl, n—= 4v ist, wo v positiv gedacht wird; mit A be- 
zeichnen wir den absoluten Werth von u, sodass u=e4A und 
e=-+ 1 ist, je nachdem u positiv oder negativ ist. Man 
hat also 


4y—1,, DEATÜ 


p(284,4v) =>a ee. 
0 


wofür auch geschrieben werden kann 











a ri 29—1 „ 2eimi 
(32) per) —ite- were Da 


Setzt man nun 
eti 


nie 
VL 
f(&) EG ’ 


so nimmt der Ausdruck zur Rechten die Gestalt an: 





23v—1 


f(0) + f(4vm) +2, f(2sm) 


sl 


und folglich ergiebt sich mit Rücksicht auf die Dirichlet- 
sche Hilfsformel 
2 av, efi 


pas, )=+ f: "005 sn de. 


ae 
Durch die Substitution 2 —=2vz geht die vorstehende Glei- 
chung in die folgende über: 





er 


p (221,1)? 2 fe "=. 008 2sv2 - de, 


8 
0 





— [D 


der man auch diese geeignetere Gestalt geben kann: 


A 27 


Be L 3sv3i 
par, )-ED |: “ . de 


0 





oder auch diese: 
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[0 2a 27 sIvi 


(33) gp(2eA, )— cu ; /: wi 


—o& 








Wir nehmen nun zuerst A=1 an. Dann ist 


Fre RN 
p(28,4v) -2 > f . de, 


was, wie man sogleich übersieht, einfacher: 
ya 


9 (28, 4v) 2 dz 


—(& 





oder, wenn man die Substitution 


a 


anwendet, die Quadratwurzel mit positivem Werthe genommen, 
auch so geschrieben werden kann: 


o22:,4v)=-+ 2V: fertaz. 


Den Werth des von v unabhängigen Integrals findet man 
sogleich, wenn man für v einen besonderen Werth, etwa v—=1 
einsetzt; denn da alsdann 


928:,4)=2(1+i)=2(1-+ ei) 
ist, findet sich 


(34) f eh Seen) 


und nunmehr folgende Gleichung: 


3) yeah) +Yw-(+EN). 


Kehren wir aber zur allgemeineren Formel (33) 
wieder zurück. Setzt man s=4Ay-r, so wird s alle 
positiven und negativen ganzen Zahlen durchlaufen, wenn 
auch y es thut, r aber alle ganzen Zahlen 0,1,2,...21—1 
annımmt. Die einfache Summe zur Rechten geht dann über 
in eine Doppelsumme von der Gestalt: 
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ER Teiwi R 2erz z 
per, d)= EIIU RR iur a A 


wo nun, ähnlich wie zuvor, die auf y bezügliche Summation 
von Integralen in ein von — 00 bis + 00 reichendes Integral 
umgeformt und daher geschrieben werden darf 


a BAHR LE 2er a\? 
p (284, DK 25 J et 2) .de. 


2} 











Das Integral aber erweist sich bei der Substitution 


= 
ER TE ern 





- als unabhängig von r, und folglich ergiebt sich 
A—1 Zevni art; eiva?i 


—r?. 


p(2EA, W)=- De j fe en 


r=0 





= 


Wird hier endlich 
ı /Av 


gesetzt und die Bedeutung der Summe, sowie die Formel (34) 
beachtet, so findet sich folgende, die Gleichung (35) als 
besonders einfachen Fall in sich enthaltende, sehr 
bemerkenswerthe Reciprocitätsbeziehung: 


(36) g»(2eA, AH) Hr Ve (1+.:)-9(—2ve,i), 


in welcher die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist und 
welche auch folgendermassen geschrieben werden 
kann: 


(37) p (8A, 2v) -(V). p(—2sv,A), 
wenn unter dem Zeichen 
a 
A 


derjenige Werth der Quadratwurzel aus der complexen 











Zahl? verstanden wird, dessen reeller Theil posi- 


tiv ist. Wählt man nach Kronecker für die Summe (m, n) 





das Zeichen «(= En, so nimmt diese fundamentale 


Gleichung folgende Gestalt an: 
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Be LOWEFIE 


=; Ast 








in welcher o statt steht und —_— unter = zu ver- 


stehen ist, eine Be der Gleichung (37), der man den 
Vorzug grosser Eleganz nicht bestreiten kann. 


5. Nachdem wir diese Reciprocitätsbeziehung, 
zunächst auf dem Dirichlet’schen Wege, abgeleitet 
haben, wollen wir einige wichtige Folgerungen aus 
ihr ziehen. 

Aus der Gleichung (37) entspringt sogleich, wenn e= —1 
gewählt wird, diese specielle: 

ven Ve 9), 
wo links die positive Quadratwurzel gemeint is. Wenn 


also v als ungerade d. i. prim zu 2 vorausgesetzt wird, so 
folgt nach (16) 


p(—4,27)=p(—24,v): 9g(—Av,2D)=gp(— 24,9): (1 +”) 


und die voraufgehende Gleichung nimmt die Form an: 


(39) p@v,2)-V-e "gl 2aV)-A+i. 


Für v=1 erschliesst man aus ihr 


Feen, | 
92,1). Vze "-U+m. 
Ist zuerst A=1 (mod. 4), so folgt (2,4) = + VA; ist da- 


gegen A=3 (mod. 4), so ergiebt sich g2,4)= + YVA-i 
Und demnach ist allgemein, wenn A ungerade ist: 


2112 
Eupen: dr). 
Werden A,v nicht nur als ungerade, sondern auch als 
Primzahlen: A=p, v —=gq vorausgesetzt, so lässt sich (39) 
mit Rücksicht auf (25) auch folgendermassen schreiben: 


2)9@ ‚P)' V:-: Tu Z2)- 2,9). +?) 


ER achmann, Analytische Zahlentheorie, 11 
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und diese Gleichung mittels (40) sich vereinfachen, sodass 
man erhält: 


(41) (2). 7) KOEE, - (=) | m (14 im). 


Man darf dabei p auch gleich 1 annehmen; dann geht 
diese Formel in die folgende über: 


One 





und giebt, je nachdem g=1 oder q=3 (mod. 4) ist, 


)-+1 oder —1 
d. h. allgemein 


gl 
\ —1 a 
(42) —)=-(-1° 
Hiernach kann dann die Gleichung (41) durch diese 
andere ersetzt werden: 


a (2). a9)’ 


q 


477. HR), 
Sind p,g entweder beide =1 oder beide =3 (mod. 4), so ist: 


ee 


und 


D-@:e9°, 


d.h. im ersten Falle (2 )— (4), im zweiten Falle (2) —— e8 


Ist dagegen p=3, q=1 (mod. 4)*), so ist 
2 21 ee 
en und er 





1-47? 
1% Zi 





also 


also ergiebt sich (Y)=(R). Man darf diese Resultate in 
p 


q 
die eine Formel zusammenfassen: 





*) Welche der beiden Primzahlen p,g man von der Form Ah+1, 
welche von der Form Ah--3 voraussetzt, ist beliebig, da die ae 
chung (41a), wie man sich leicht überzeugt, bestehen bleibt, wenn »,q 
mit einander vertauscht werden. 
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1 0a —ı1 


(43) Dee ne: 


p 
und hat auf solche Weise mittels der Gaussischen 
Summen einen Beweis des Reciprocitätsgesetzes ge- 
wonnen. Dies ist dem Prinzipe nach der vierte der 
Gaussischen Beweise desselben, wie er sich findet im 
Art. 33 seiner Abhandlung summatio quarundam serierum sin- 
gularium. 

Die Formel (42) ist der eine der bekannten beiden Er- 
gänzungssätze des quadratischen Reciprocitätsgesetzes. Auch 
der andere von ihnen ıst aus derselben Quelle zu erschliessen. 
Setzen wir in (86) A=e=]1, v=2g, so kommt 


92, 8)=+V8a (+. 
Nach (16) aber kann man setzen 
928)—=PR.80):-929 8) 
oder mit Rücksicht auf (15) und (21h): 
| ami 
9 (2,849) —9(2.2,9)-4e 


Berücksichtigt man endlich die Gleichung (25) und vergleicht 
dann beide für 9(2,8g) erhaltene Ausdrücke mit einander, 
so findet sich 


)#@, DA AH Ya. + 


und nun wegen (40) 





Unterscheidet man die vier Fälle 9=1, 3, 5, 7 (mod. 8), so 
zeigt sich sogleich, dass ihnen allen schliesslich dieselbe be- 


kannte ‘Formel 
aber 


2 Tor Co 
(44) )=-(-1) 
entspricht. 

6. Kehren wir nunmehr zur Formel (22) zurück, indem 
wir immer u als relative Primzahl zu n voraussetzen. Nach 
(24a) und (24b) ist 
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p(2uP,p)=p*, wenn « gerade ist, 


dageoen 
geg DR 


p(2uP,p)=p " - P(2uP,») 
d. i. wegen (25) gleich 
De 
u, (pn; 
wenn « ungerade ist; da man nach (40) hierfür auch schrei- 
ben kann 
(2 


y(@uP,p)=p-i 
so lassen sich beide Fälle folgendermassen in eine Formel 


vereinen. Bezeichnet nämlich d die positive oder negative 
& 


Einheit, je nachdem p = + 1 (mod. 4) ist, so ist (Voy) — p°, 
wenn « gerade ist; im Falle eines ungeraden « wird (Von*) 


& 


2 
P N. 
ee) ‚, wenn « ungerade ist, 
p 


— np? oder = ip? sein, je nachdem p=-+- 1 (mod. 4) ist, 
p—1\? « 

d. ı. allgemein gleich A r 9°. Somit hat man für gerade 

wie für ungerade « | 


9 (2uP, p°) = (VOp°) Ga 


9 2un)=| | (V57%) I 


Nennt man nun a die Anzahl der Potenzen p*, p’“,..., 
welche = 3 (mod. 4) sind, so ist 


Ivra =". 
Here Be 


wo das letztere Produkt über alle Combinationen zweier der 
Primzahlpotenzen p*, p’*, p”“,... auszudehnen ist; nach 
dem verallgemeinerten Reciprocitätsgesetze, welches be- 
kanntlich eine einfache Folge des in Formel (43) ausgespro- 


chenen einfachen Gesetzes ist, wird sein Werth gleich 





und folglich 


Ferner ist 
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Eee: 
2 2 


es 





—1) 


d. ı. offenbar gleich (— Ey sein, da nur diejenigen 
en Combinationen, in welchen beide Potenzen p“, p’« 
congruent 3 (mod. 4) sind, einen ungeraden Bestandtheil.zum 
Exponenten von (—1) liefern. Somit findet sich das Resultat: 
= ee, 
9 (2u,n) = i“.n” & (1 
Ist nun a gerade d.i. n=1 (mod. 4), so ist 
au) = 
ie een 
also 
p2u,n)=+4Vn: (*); 

wenn aber a ungerade d.i. n=3 (mod. 4) ist, so ist 
a(a—1) ala—1) , a —1 a— 
Bl) File) Teile 


also ıst 











a4) | 
lin 


P@u,n)—=+Yn-(%)-i 


und folglich ist allgemein 
n—1\? 
(45) nn. &) ), 


wo die Quadratwurzel mit positivem Vorzeichen zu nehmen 
ist, eine Formel, welche die Gleichung (40) als speciellsten 
Fall in sich enthält. 

Durch diese Formel ist die Aufgabe, den genauen 
Werth von g(2u,n) einschliesslich des Vorzeichens 
zu bestimmen, jetzt auch für ein ungerades n gelöst. 

Verfolgen wir insbesondere den Fall, ww n=pp'p”... 
d.h. aus lauter verschiedenen ungeraden Primfaktoren zu- 


sammengesetzt ist. Dann ist nach (22) 
y(2u,n)=p(2uP,p):p(2uP',p‘)... 

d. i. nach Einsetzung der Summenausdrücke für die Faktoren 

zur Rechten: 
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py—l 2uPsri p„—l f 2uP'sri 
(222) ge, mW) (2)e * .D-&)e Ds 
s=1 p rl P 


wofür man auch schreiben kann: 


Pe vr 
p (2u, n) -2 (5) i DAL ; 


oder, in Gestalt einer vielfachen Summe, 


MEI EEE 


oder auch so: ; 


p(2u,n) - > Beet .. ) Be Pre 


N” 











Durchlaufen s, s',... ihre vorgeschriebenen Werthe, so durch- 
läuft, wie leicht zu sehen, Ps-+ P’'s’ +... ein reducirtes Rest- 
system (mod. 2); man darf die Summe aber auch auf diejenigen 
Reste (mod. n) ausdehnen, welche nicht prim sind zu n, 


wenn man, wie früher, übereinkommt, dem Jacobi’schen Sym- 


bole den Werth O beizulegen, so oft o einen gemeinsamen 


Theiler mit n hat. Demnach kann man die vorige Gleichung 
folgendermassen schreiben: 


nl, 2ouzi 
(46) p(2u,n) — 2, (&)e h 


Mit Rücksicht auf die allgemeine Formel (45) gewinnt 
man auf solche Weise die Beziehung: 





n—1 20 urti (> 


a Det vn 


o=1 
Diese Gleichung ist es, von der wir später zur Be- 
rechnung der Classenanzahl werden Gebrauch zu 
machen haben. Die Umformung der rechten Seite der 
Formel (22a) in die Summe (47) bleibt offenbar auch in dem 
Falle bestehen, wo u und n einen gemeinsamen Theiler haben. 
Da aber, wenn z. B. u durch p» theilbar ist, der Faktor 


Die Gaussischen Summen. 167 


p—1 2uPsni p—1 
5 p es Dale 
>32 VIER 2 („)=9 
wird, verschwindet dann das Produkt. Die Formel (47) bleibt 
demnach auch für diesen Fall in Giltigkeit, wenn man 
die erwähnte Uebereinkunft in Betreff des Jacobi- 
schen Symbols festhält. 

7. Im Vorhergehenden haben wir den genauen Werth 
der Summe p(2u,n) mit Hilfe des in der Formel (16) aus- 
gesprochenen Satzes aus der allgemeinen Reciprocitätsbeziehung 
(37) gewonnen, indem wir zuvörderst aus ihr das quadratische 
Reciprocitätsgesetz herleiteten und dann von diesem Gebrauch 
machten. Diesen Werth der Summe @(2u,n) kann man aber 
auch direkt allein auf Grund der fundamentalen Gleichung (37) 
oder (38) in Verbindung mit der Formel (14) mittels eines 
einfachen Algorithmus berechnen. 

Die Formel (38) besteht für jeden rationalen rein imagi- 
nären Werth von oe in seiner einfachsten Benennung, wenn 
diese einen geraden Zähler oder Nenner hat, vorausgesetzt, 





dass sowohl o als : mit positivem Nenner gedacht werden. 


Sind also n,n, zwei relative Primzahlen, von denen eine ge- 
rade ist, und » positiv, so ist nach (38) 


a -) 
wo die Einheit &, so gewählt ist, dass n,e, positiv wird. 
Nun kann man stets 

(49) „= — 2h, m — N 

setzen, wo n, absolut kleiner als rn, ist und A, das entgegen- 


. . . N . 
gesetzte Vorzeichen hat, wie der Quotient — ; ausserdem ist 


eine der Zahlen r,,n, gerade. Der Definition zufolge ist 


G ee) =op(ns, n,&) 


N, & 


und also wegen (13) 


— ns V N, &,% 
ee) = ame), 


N, 8 


sodass die Gleichung (48) die Gestalt annimmt: 
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oe 


Setzt man nun ähnlich wie in (49) 


= — 22h m —N 
(49) = — 22h nn —n, 
und wählt die Einheiten &, &, ... SO, dass Ng&, Ng&z,..- 


positiv sind, so wird in gleicher Weise 
N, 8, % Ni 8 N, Ep! 
G (mer) (V ) RR (mi) 
oe 
NR, N, N, E&5 


Die Gleichungen (49) enden aber, weil n,n, als relativ prim 
vorausgesetzt sind, mit einer Gleichung & 





N.—2 = Dh NK—1 N; 


in welcher x = +1 ist, und ihr entspricht als letzte der 
Gleichungen (50) die roland 


(50) @ e.. Ye 2: (ee — | 


N,—_2°k— 2 2 N, _1% 





Da nach (38) aber noch geschrieben werden kann: 


(50) G e Sr) Ve) Rp: e eh) 


TE 











d.i. wegen m&a—=1 gleich p(n.-ı&,1)=1, so ergiebt 
sich durch Multiplikation aller Gleichungen (50) die folgende: 


9 eV) 


" ) der Absolutwerth von 


ei A—1 
je nachdem dieser Quotient positiv oder negativ ist, so ist 


V)-+V).e. 


h—1 
Hiernach nimmt, wie ohne weiteres einleuchtet, die Formel (51) 
nachstehende einfache Gestalt an: 











Ist nun ( unde=-+]1, 
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Ani 
El Verei 
wenn / den Unterschied bezeichnet zwischen der Anzahl der 


positiven und der Anzahl der negativen, in den Gleichungen 
(49) auftretenden Zahlen h,, hg, Ns, ... r—ı. Bildet man diese 





Gleichungen für n, = — 2u, so erhält man entsprechend: 
Ari 
(52) gu,n)=+Yn:e*. 


Durch Vergleichung endlich dieser Formel mit der obigen 
Gleichung (45) findet sich die folgende: 


Ari 


(63) Oksraı) 





2 - 
welche verstattet, den Werth des Symbols (2) vermittelst des 


in den Gleichungen (49) ausgesprochenen Algorithmus zu be- 
rechnen. Man verdankt diese, an die bekannte Eisen- 
stein’sche Regel erinnernde Regel Kronecker*). 

8. Die fundamentale Gleichung (37) oder (38), die wir 
bisher mittels des Dirichlet’schen Hilfssatzes erhalten haben, 
soll nunmehr aus einer anderen Quelle hergeleitet werden, die 
man als ihren eigentlichen Ursprung anzusehen hat. Nachdem 
Dirichlet im Jahre 1837 seine Methode veröffentlicht hatte, 
hat Cauchy in der bereits angeführten Arbeit vom Jahre 1840 
den Nachweis geführt, dass die Bestimmung der Gaussischen 
Summen aus einer Formel hervorgeht, die er bereits im Jahre 
1817 im Bulletin de la societe philomatique bekannt gemacht 
hatte. Nach dieser Formel ist 


it (= Lee Leite Leg ®L.. ) 
re e Loe®Lei® Lem. ), 


adb=n 


(54) 


wenn 


ist. Jacobi hat aber darauf aufmerksam gemacht**), dass 





*) S. in der schon angeführten Abhandlung p. 698. 
*#) 8, Lebesgue note sur une formule de Cauchy, im Journal de 
Liouville t. V p. 186. 
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diese Formel der Theorie der elliptischen Funktionen angehört, 
nämlich nur den einfachsten Fall der linearen Transformation 
der Thetafunktionen ausspreche In der That, wenn % den 
Modulus der elliptischen Funktionen, %’ sein Complement, X 


und X’ die zugehörigen vollständigen elliptischen Integrale 
rk’ 
BEE 


bedeuten und g=e ist, so besteht die Beziehung: 


VE-1420 4204... —14 2er De et 


a 4 
wenn & für 7 gesetzt wird; verwandelt man aber % ın Re, 


Ä x N 
so geht X in X’ und demnach x in — über, und aus der 


vorigen Gleichung entsteht die transformirte: 


Ar 


Ver 2 oe 


TC 





welche, durch die ursprüngliche dividirt, die folgende ergiebt: 
Varta Bien (R 


Di BG 
ERBE U 
Diese stimmt aber vollkommen mit (54) überein, wenn man 


a? statt xx und daher 5? statt — setzt. — So geht denn 


(55) 


die Werthbestimmung der Gaussischen Summen oder 
die fundamentale Gleichung (38) aus der Formel (55) 
für die lineare Transformation der Thetafunktionen 
hervor und ist, wie Cauchy’s Methode erweist, nur 
ein Grenzfall der letztern. Aber es ist sehr merk- 
würdig, dass, wie Kronecker (in der oben erwähnten Ab- 
handlung) gezeigt hat, auch umgekehrt die Transforma- 
tionsformel (55) aus der Reciprocitätsbeziehung (38) 
sefolgert werden kann, sodass diese beiden Formeln 
als einander äquivalent bezeichnet werden müssen, 
was zwischen zwei von einander weit getrennt schei- 
nenden Gebieten der Analysis einen innigen Zusammen- 
hang offenbart. Wir wollen die voraufgehenden Unter- 
suchungen beschliessen, indem wir, im wesentlichen im Anschlusse 
an Kronecker, diese principiell so interessante 'Thatsache 
zur Darstellung bringen. 
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Zuvörderst leiten wir nach Kronecker’s Vorgange die 
Transformationsformel (55) erst her, indem wir dazu den 
bekannten Fundamentalsatz der Lehre von der com- 
plexen Integration zum Ausgangspunkte nehmen, welchen 
man ebenfalls Cauchy verdaukt. Nach diesem Satze ist, so 
oft f(z) eine eindeutige Funktion der complexen Veränder- 
lichen 2 bedeutet, welche im Innern eines vollständig (von 
einer oder mehreren Randcurven) begrenzten Flächenstückes 
überall endlich und stetig ist, das über die Begrenzung des 
Flächenstücks erstreckte Integral 


(56) Iro er 


Aus diesem Hauptsatze fliesst dann unmittelbar der andere, 
nach welchem für jeden Werth & innerhalb des abgegrenzten 
Gebietes 


DO. a re AK 


2 mi Zeh 





ist, wenn das Integral (in positiver Richtung) über die Be- 
grenzung erstreckt wird; denn umgiebt man den Punkt 5 als 
Mittelpunkt mit einer unendlich kleinen Kreislinie, so ist das 
über die Begrenzung erstreckte Integral gleich dem über die 
Kreislinie erstreckten, da beide Linien zusammen genommen 





ein Flächenstück begrenzen, in welchem Da z endlich und 


stetig bleibt, das über letztere Linie erstreckte Integral aber 
hat den Werth 2x: f(£). Insbesondere ergiebt sich aus (57) 
also bei Integration über die obige Begrenzung ö 


*) Die Grundlage dieses Satzes ist bekanntlich der andere Satz: 
Wenn für eine Funktion F'(x,y) in jenem Flächenstücke die ersten und 
zweiten Ableitungen durchweg endlich und stetig sind, so ist das über 
die Begrenzung erstreckte Integral 


far @w=0. 


Für diesen Grundsatz hat Kronecker in der genannten Abhandlung 
einen Beweis gegeben und in einer späteren „über den Cauchy’schen 
Satz“ im Sitzungsber. der Berl. Acad. 1885, 30. Juli, einen zweiten Be- 
weis folgen lassen, der vor jenem den Vorzug hat, besonders einfach 
zu sein, während der erstere mir den eigentlichen Kernpunkt des Satzes 
deutlicher ins Licht zu stellen scheint. 
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1 Odz 
er Ne 
ist demnach die Funktion f(z) auf der Begrenzungs- 
linie constant, f(2)=Ü, so zeigt sich ohne weiteres, 
dass sie auch im Innern denselben Werth besitzt. 

9. Der angegebene fundamentale Satz von Cauchy ist 
bekanntlich eines der ergiebigsten Hilfsmittel zur Ermittlung 
der Werthe von bestimmten Integralen, und ist für diesen 
Zweck schon von Cauchy selbst sehr ausgiebig benutzt 
worden®). Bevor wir hier von ihm Gebrauch machen für den 
Zweck, den wir eigentlich im Auge haben, wollen wir mittels 
desselben den Werth eines bestimmten Integrales herleiten, 
welches eins der merkwürdigsten ist und dessen wir später 
nothwendig bedürfen. 

Es handelt sich um das Integral 


J (v) — [erdloge, . 


wenn darin 2=«--iy und «a ein constanter positiver Werth 
ist. Um den Punkt « der reellen Axe denken wir mit un- 
endlich grossem, um den 
Nullpunkt O mit unendlich 
kleinem Radius einen Kreis 
geschlagen; da die Funk- 


tion - nur im Nullpunkte 


unendlich ist, so ist sie 
sowohl in dem Halbkreise, 
in welchem der letztere 
liegt, nach Ausschei- 
dung des Kreises um 0, 
als auch im andern Halb- 
kreise um « überall end- 
lich und stetig, und aus 
Cauchy’s fundamentalem Satze fliessen daher sogleich die 
beiden Gleichungen: 





*) Z. B. in seinem Me&moire sur les int6grales definies prises entre 
des limites imaginaires, Paris 1825. 
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(58) J (0) + fe: = 2mi, 


wo 2=a--ye”: zu setzen und d von z bis = veränderlich 
ist, während » unendlich gross werden muss, und 

(2) 
(59) TER j\ eg, 
wo im letztern Integrale % von — =” bis - veränderlich ist. 
In den beiden auf die Kreislinien bezüglichen Integralen ist 
der Modulus der zu integrirenden Funktion gleich 


va-tvycosy, vo 
x Y — eyvceosWw, £ 


Ban: u V( BER 
Ve a)”-HAay cos 5 1 =) +4 os 2 


Ist demnach v»>0, so wird die Funktion des ersten Integrales 
und damit auch dieses Integral selbst bei unendlich wachsen- 
dem » unendlich klein, da darin cosY» <O ist; für v<0O 
geschieht dies mit dem zweiten Integrale, da in diesem 
Bor 0 Ts. 
Im ersten Falle liefert also die Gleichung (58) 
Jw)=2rzi (w>0), 
ım zweiten Falle die Gleichung (59): 
J(v) = 0 <O). 
Der Fall v=0 erledigt sich direkt durch die Formel 














I = für z=o-+ iy 


[0] 
"idy _ [a — iy)dy 
atiy ar Ye 


==,CH —o 


d. i. gleich 








oder einfacher gleich 
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Man darf demnach schreiben: 


- (2zi >0 
Se 3 Te 
(60) J (v) | mil je nachdem v =: ist 


10. Indem wir uns nun unserm Gegenstande wieder zu- 
wenden, verstehen wir unter « eine Grösse, deren Modulus 
grösser als 1, und unter f(z) die Funktion 


fe) — 2 wie, 


wo die Summation auf alle unendlich vielen Werthe von log z 
bezüglich ist. Ist 2=rePi, so werden diese unendlich vielen 
Wertbe durch die Formel gegeben: 

log2z=logr + (2mx + p)i, 
wenn m alle ganzzahligen Werthe erhält. Da hiernach 


f (2) — y(logr)®. ur (2mr-+p)%, wemr+Yp)i -logr 


ist, so convergirt wegen mod. u-> 1 die Reihe und stellt eine, 
für jedes endliche 2 eindeutige und endliche Funktion von 2 
vor, ausgenommen für 2 oder r=0, wo sie unendlich wird. 
Ist also R ein positiver Werth >1, so bleibt die Funktion 
f(z) überall in dem ringförmigen Flächenstücke mit dem 


Nullpunkt als Centrum und den beiden Radien R und = end- 
lich, und nach (57) ist für jedes & innerhalb dieses Ringes 


Oak a 


ai 2—£?’ 





wenn die Integration über die äussere Kreislinie in positivem, 

und über die innere in negativem Sinne ausgedehnt wird. 

Der erstere Theil des Integrales ist nach steigenden, der zweite 

nach fallenden Potenzen von & entwickelbar, und so findet man 
1 


(61) a ea e (r@ z"dloge, 


wo die Integrationen für positive Werthe von n über die 
äussere, für negative Werthe von n über die innere Kreislinie, 
beide in positivem Sinne, zu erstrecken sind, statt dessen aber, 
gemäss dem Hauptsatze von Cauchy, auch über irgend eine 
andere, den Nullpunkt umschliessende Curve erstreckt werden 
dürfen. Setzt man nun 
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—r 


Be u 080 


so bestätigt man ohne Mühe die Beziehung 


n? 


fe "* flo), 
sodass also 
rer dlogz = TE [res dlog 2 


oder auch 


ro e"dlogz= EITT, [ro9a log (62) 
gesetzt werden kann. Durchläuft aber 2 eine den Nullpunkt 
umschliessende Curve C, so durchläuft 2’= 62 eine, ihr ähn- 
liche, denselben Punkt umschliessende Curve C’, und die über 
Ö, C©’ resp. erstreckten Integrale 


/r® dlogz und re d log z’ 
sind nach dem Hauptsatze von Cauchy einander gleich. 


Hiernach kann der Coefficient von &* in der Formel (61) 
folgendermassen geschrieben werden: 


- Sa, | f() dlogz, 
wo v mit vw durch die Gleichung 
(62) An-logu-logv—=1 
verbunden ist. 
Wählen wir den Kreis mit dem Radıus 1 um den Null- 


punkt als die Curve CO d.h. setzen wir 2= e?””' und lassen 
w von 0 bis 1 varliren, so wird 


— — 472 (kw)? 
A ee 


BEN 
/r@ dlogz = 2m, | ut? ro dw 
a 


d.i. gleich | 


und 


[0 >) 
[} 
2wil urrw dw. 


a) 
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Nun wollen wir mit @ + »i denjenigen Werth der 
Quadratwurzel Y4rlogu bezeichnen, dessen reeller 
Theil positiv ist. Setzt man dann 


=u(p+ vi), 
so wird, wenn w von — © bis + 0 läuft, z die gerade Linie 
yx = py durchlaufen; das vorige Integral aber geht über in 


das folgende: i 
ri 2 
a 


über die eben bezeichnete gerade Linie erstreckt. Der Winkel 
«, welchen die letztere mit der &-Axe einschliesst, wird durch 
die Formel 





tang «= Er 

bestimmt; da nun . 
Aarlogu= + VI = p— Y’+ 2pVi 

und nach der über « gemachten Voraussetzung der reelle 

Theil von log « positiv ist, so muss 9° > ı?, folglich tang « 


. 5 . . 7T . 
numerisch kleiner als 1 und « numerisch kleiner als 7 sein. 


Denkt man sich aber das Flächenstück, welches von der un- 
endlichen Geraden dYx = py, von der unendlichen z-Axe und 
den, mit unendlich grossem Radius geschlagenen Kreisbögen 
begrenzt ist, so ist das über seine Begrenzung genommene 


Integral i 
l BE 


gleich Null; auf den Kreisbögen aber ist z= Re, wo R 


unendlich gross und o zwischen — T ist, und der betreffende 
Theil des Integrales, nämlich 


feramnzetinnsg : Rede 
’ 


verschwindet mit R=, da cos 20>0 ist. Daraus folgt 
dann das über die Gerade dx = py erstreckte Integral gleich 
dem über die x-Axe erstreckten Integrale 


je dx. 


—n 
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Beachtet man endlich, dass nach der bei Formel (37) ein- 
geführten Bezeichnung 


p-+Yi—(Y4r log u) 
ist, so geht, wenn wir alles zusammenfassen, aus der Glei- 


chung (61) die nachstehende hervor: 


& un 
Tran 2 .' i 
(Y4x log u)- > /los2 = Swan. fon dx. 
| — Be 


Der Werth des Integrales findet sich, indem man für u, v, 2 
bestimmte Werthe, etwa 2=1, v=e, also nach (62) 
(VY4z log u) —=1 setzt; dann geht 


[0'e) 


> log 2)* in > Oz k2 7 


über und man findet 


(63) | j) Beier L, 

Setzt man diesen Werth in die vorige Gleichung ein und 
macht dann g=1, setzt ur'"=xr, vi=y, sodass die 
analytischen Moduln von x und y kleiner als 1 sind, so er- 
hält man nachstehende Gleichung: 


(64) (V los 2) Pia g 1. 
Dyea 


wo die Summationen auf sämmtliche ganzzahlige 
Werthe von %k sich beziehen und 


(65) | log zog y—1 
ist. Dies ist aber die Jacobi’sche Formel für die 
lineare Transformation der Thetafunktionen, denn sie 





wird sofort mit ihr identisch, wenn man x, y setzt statt log 
1 : ” - 
und log y Tesp., wo dann .die neuen Veränderlichen x, y durch 


die Gleichung &y=1 mit einander verbunden sind d.h. = e 


ist. Sie ist demnach auch der Formel von Cauchy 
gleichbedeutend. 
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11. Um nun hieraus die Fundamentalgleichung (37) zu 


gewinnen, setzen wir 
2evi 


A 0 

indem wir unter & eine Einheit, unter w, A, v drei positive 
Werthe verstehen, deren beide letzten ganzzahlig sind, während 
der erstere unendlich abnehmen soll. Man findet dann zunächst 


Dk2evri 


> > — Kw?rt— 7 
gie ze === e 5 eo 
k 


k 





(66) log x = — w? — 





Nun wird %, alle ganzzahligen Werthe durchlaufen, wenn man 
k=Ah-+r setzt und dann r alle Zahlen 0, 1,2,...2—1 
und h alle ganzen Zahlen annehmen lässt. So geht, da 
2k?evri 2r? evri 
2  ERoR 
e ie 
wird, die obige Summe in folgende Doppelsumme über: 


a | 2r? evzi 10) 
> ( 4 > PS ("Aw rw)? z 
I 


N —aöo 











Wenn nun w unendlich abnimmt, so wird 


an [0 +) 
lim. Aw > ’ er rutrw?z fe öndn = 


v0 


und folglich findet sıch, 


A—1 Drrevri 


(67) limau Dar De * 9-22). 











w—(0 r—0 e 
Bei der Annahme (66) folgt aber aus (65) 

o _ 2evi 

I IchEh: 

log x Bi 1 


Da w unendlich klein werden soll, werden wir es bereits so 
klein denken dürfen, dass wir mit Vernachlässigung unendlich 
kleiner Grössen höherer Ordnung j 


I 2eit 
nl 
log y era lr y- 








setzen können; wird dann zur Abkürzung 


Aw 
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gesetzt, so erhält man, genau wie die Gleichung (67), nur 
durch Vertauschung der Buchstaben die folgende: 


lim. 4vo Da yr—=op(28A,4v) 


w==( 
LE 


lım. Aw 5 ar Re p(2EA,4v). 


©=0 


Da aber endlich I ABANS N 
(Vez)-Vr+) 


für w=0 in 1 ) übergeht und nach (17) 








p(2eA, Av)—g@(er,2v) " 


ist, liefert die Gleichung (64) bei dem Uebergange zur 
Grenze «= folgendes Resultat: 


1 DE Aa 1 
A pl) ar 


d: i. aber die Fundamentalgleichung (37) oder (38). 

12. Noch interessanter fast ist aber die Umkeh- 
rung, nämlich die Thatsache, dass aus dieser Funda- 
mentalgleichung wieder die Transformationsgleichung 
(64) hervorgeht. Wir brauchen aber nicht einmal diese 
‘“ Fundamentalgleichung selbst als feststehend vorauszusetzen, 
haben nämlich für unseren’ Zweck nicht nöthig, den genauen 
Werth des Ausdruckes 


ee ‚9(—2ev,}) 

A p(ei,2v) 

einschliesslich seines Vorzeichens als bekannt anzu- 
"nehmen, welches sich doch nur durch eine der vorhergenannten 
Methoden feststellen liesse, sondern es genügt, diesen Quotienten 
seinem absoluten Werthe nach zu kennen, wie er sich 
aus den elementaren Eigenschaften der Funktion p(m,n) er- 
‚giebt. Wir dürfen hierbei 2v und A als relative Primzahlen 


voraussetzen. In der That finden wir dann aus der auf solche ’ 
Weise gewonnenen Formel (27) 


9 (— 2ev, A) = (5) A. 
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Ferner ist nach (17) 
p(sA, 2») = - -p (284,4v). 
Angenommen nun, v sei gleich 2%v’, wo v’ ungerade ist, so 
hat man nach (16) 
op (284, Av) = po (2*t38R, v’)-p(2E21v7) 227275 
Nach den Formeln (21a) und (21b) ist 


für ein gerades « 


Sa 
p(Qerv,24)—2° (+ iR”) 
und 


9 (£I42v)? — gp(Aet3s2, v7 DEE 
d. i. vereinfacht 
2 fe PR 
p (ed, 2v)? — (Z})- 28V’. 2ir = (ZA) Dvier, 
Für ein ungerades « ist 


@a+3 eivmi 


p(deiv,e4)—=-2° .e 





also 
eiv ti 


p (ei, 2v)’ —= Sp (Q#H3ER, v’y2.2e43.0 © 





d. 1. vereinfacht 
9 (ei, = ()- getiyr ar — (2 Yayiar. 
Demnach ergiebt sich in beiden Fällen 


2evi p(— 2ve,A)” 
A DAEAFAD EN 





I TER 
Br 2evi\ Pl—2ve,i) 
(63) N ee 


Die bisherige Beschränkung dieser Formel, dass 2v und, A 
relative Primzahlen sein sollten, fällt nunmehr mit Rücksicht 
auf die Formel (17) offenbar wieder fort. Bezeichnen wir nun 


den Ausdruck 
os - 1I\ Zr 
BE? Pan 


wenn darin &, y durch die Relation logx-logy= 1 mit 








“ 
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einander verbunden sind, mit D(x), so ist bereits auf direkte 
Weise von uns nachgewiesen worden, dass 


“ ‚ ee ESEL, 
(69) lim. ae z ) 


w=0 
dem Ausdrucke (68) gleich, also ebenfalls gleich +1 ist. 
Die Funktion ®(x) ist aber im Innern eines um den Nullpunkt 
mit dem Radıus 1 beschriebenen Kreises mit Ausnahme des 
Nullpunktes überall endlich und stetig, da, wie als bekannt 
vorausgesetzt werden mag, der Nenner &y"”” darin nirgends 
Null werden kann. Untersuchen wir ihr Verhalten im Null- 
punkte. Wird x unendlich klein, so nähert. sich 3a”” auf 
eindeutige Weise der Einheit, und ®(x) derselben Grenze wie 
der reciproke Werth von 


Bye Bu y war ei 
Be en (VP3) 


Setzt man 
u x 
SL Aa 2 
(Vos 4) 


so bilden die, den sämmtlichen, ganzzahligen Werthen von %& 
Ontepretlienden Werthe von ı, ‘wenn x unendlich klein gedacht 
wird, eine Curve ©, welche durch den Nullpunkt hindurch- 
führt, und der vorige Ausdruck geht über in das auf jene 











Curve erstreckte Integral / €,” du. „Ist-aber 


uw=r(cosa--isin«) 


ein Punkt dieser Curve, so folgt aus 


k2 cos 20 CE RE 6 
— 5 Te sın 28 
72 y2 


De .e F 
da für ein festes « gleichzeitig x unendlich klein und % un- 
endlich gross wird, dass der erste Exponentialfaktor unendlich 


IT 7T . . 
abnehmen muss, was erfordert, dass — 7 <a@<-, ist; die 
Integrationscurve für « wird also innerhalb des Winkels zwi- 


“ IT Pı7 
schen den Geraden a=+ 7 do =— verlaufen und 
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demnach, wie schon gezeigt worden ist, das über jene Curve 
erstreckte Integral 


[0 +) 


j eu du 
[2 


ey 


dem über die reelle Axe erstreckten Integrale 


Ko 
jer dx 


—o& 


gleich sein. Man findet auf solche Weise: 





also gleich einem wesentlich positiven endlichen 
Werthe. 

Ist nun x irgend ein Punkt im Innern des bezeichneten 
Kreises, so folgt nach Cauchy’s Hauptsatze 

2 
|, 

wenn die Integration über die Peripherie des Kreises sich er- 
streckt. Da & dieselbe beschreibt, wenn man & = eP! setzt 
und @ das Intervall von ‘0 a Ar durchlaufen lässt, und da 
andererseits der Ausdruck = für ein unendlich grosses A 


und ‚wenn man v, je nach dem Vorzeichen von &, die Werthe 
0,1,2,...24—1 oder 0, —1, —2,...—4--1 annehmen lässt, 
unendlich viel aufeinanderfolgende Theilpunkte dieses Inter- 
valles darstellt, so kann man bekanntlich den Integralausdruck 
durch den Grenzwerth der Summe 


A Ze) { 
2evni 
1. ee 


= Er lim. ; > = In 


rt) 
ersetzen. Nach (68) und (69) verschwindet das allgemeine 
Glied dieser Summe, und anal findet sich überall inner- 
halb des Kreises 





(at 1. 


also ®(x)—= +1. Da jedoch bereits feststeht, dass ® (x) 
für © = 0 wesentlich positiv ist, so gilt überhaupt das obere 
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Vorzeichen, und man erhält auf solche Weise nicht nur, 
mit Rücksicht auf (70), die schon früher gefundene Formel 
| 
fe dz—] 
ed 
wieder, sondern,' was gezeigt werden sollte, auch die 
Jacobi’sche Transformationsformel (64): 


V!os Zigr 
log — zb 


worin logx-logy==1 ist. 

Durch diese bestimmt sich dann aber auch endlich wieder 
das Vorzeichen des Ausdrucks (68) als Grenzwerthes von (69), 
nämlich als das positive Vorzeichen, und auf solchem Wege 
also der genaue Werth der Gaussischen Summen. 

In diesen Betrachtungen besteht das Wesen des 
merkwürdigen Reciprocitätsverhältnisses zwischen 
den Gaussischen Summen und der Grundformel der 
linearen Transformation der Thetafunktionen, wie 
es von Kronecker aufgefunden worden ist. 

13. Zum Schluss dieses Abschnittes wollen wir nunmehr 
aber auch noch das sehr einfache Verfahren mittheilen, 
durch welches Kronecker allein mittels des Haupt- 
satzes von Oauchy zur Weftthbestimmung der Gaussi- 
schen Summen gelangt ist“). 

Unter » verstehen wir eine positive ganze Zahl und unter 
Yy; Yı zwei positive Werthe, deren erster kleiner als 3 sein 
und unendlich abnehmen soll. Wir begrenzen in der Ebene 
der complexen Veränderlichen z=x-+ yi das in umstehender 
Figur näher definirte Flächenstück, bei welchem die Punkte 


0 und (e 0) durch zwei Halbkreise mit dem Radius y, aus 
dem Rechtecke ausgeschlossen werden, während die Punkte 
(1,0), (2,0),... durch Kreislinien von demselben Radius um- 
grenzt sind. Die Funktion 





*) Journ. für die r. u. a. Math. Bd. 105 p. 267 „Summirung der 
2 hz=n—l1 Ol2ri 
Eyes „u 


Gaussischen Reihen e 
ME) 


184 "Siebenter Abschnitt, 


ZERe 
n 
e 


wird ın diesem Flächenstücke überall endlich und stetig sein, 


und folglich ist das über die ganze Begrenzung desselben er- 
streckte Integral 





(71) Br 


wobei, wenn die äussere Begrenzung im Sinne der Pfeilspitze 
durchlaufen wird, die Kreise in positiver Richtung umlaufen 
werden müssen. Diejenigen Theile dieses Integrales, welche 


(o.y, ( 





n 
(0,4%) Fr I) 
0° (7,0) 
(9-%o) n - 


(0,-4,) 2 I) 


den vertikalen Seiten des Rechtecks entsprechen, lassen sich, 
wenn %, unendlich abnimmt, wie leicht zu sehen, abgesehen 
von den Halbkreisen, in die Summe 


ze 5 5 n 
(72) im. (Dre | — er W 
EYo 


zusammenfassen, in welcher & die Werthe — 1, —1 und « 





die Werthe O0, 1 anzunehmen hat, während ,=0, = - 


zu setzen ist; desgleichen geben die den beiden horizontalen 
Seiten entsprechenden Integrationen die Summe . 


2% 
| a late? 
e 
(13) See erri@ten) de. 
€ 
0 
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Betrachten wir nun das Integral (71), wenn es um ‘einen 
der’Punkte (k,0) — wo %k eine der ganzen Zahlen < < be- 
deutet — erstreckt wird. Setzt man 2= k-+ y,ePi, so muss 
hierbei @ von O0 bis 2x wachsen, und bei unendlicher Ab- 
nahme von %, wird 


2 ri 2 ri 27 











d. i. gleich 
—E 
Folglich ist derjenige Bestandtheil des Integrales (71), der 


von den sämmtlichen inneren Kreisen herrührt, gleich 


2ri 


k? 
Da 
Br , 
O<a2 
2 


wofür man bei gleichem Umfange der Summation auch 


schreiben kann 
2 ti 


2rri E 
22 e" E ep a 
2 2 \ 


In gleicher Weise findet sich der von dem Halbkreise um 0 
herrührende Integralbestandtheil, indem man 2 = y,er! setzt 





und g von — 7 bis + 5 wachsen lässt, bei unendlicher Ab- 


nahme von y, gleich — “ , und der vom Halbkreise um den 


9? 
Mittelpunkt Er 0) herrührende Bestandtheil, indem man 
= wachsen lässt, bei 


2ri(n\? 
unendlicher Abnahme von y, gleich er & 2) , wenn ” 
eine ganze Zahl d. h. n gerade ist, dagegen gleich O0, wenn » 
ungerade ist. Hiernach liefern die von sämmtlichen Kreis- 
‚linien herrührenden Bestandtheile des Integrales (71) zusammen- 


genommen, gleichviel ob n gerade oder ungerade ist, die Summe: 


= - + y,er' setzt und p von rn bis 








(74) ge ale 
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Da aber das Integral (71) gleich der Summe der drei Be- 
standtheile (72), 73), (74) ist, findet sich zunächst die Summe 
der beiden Ausdrücke (72) und (75) gleich 





(75) 1 


Verstehen wir nunmehr unter Yn den positiven Werth 
der Quadratwurzel und substituiren in (72) statt y eine neue 
Veränderliche mittels der Gleichung 

Ur Vn, 


so geht die Summe, wie aus den Identitäten 








und 





1— (— 1)” e® Bi 0 („Tre * i 
ohne Mühe zu erkennen ist, über in den Ausdruck 


EAR 


Vn 
(76) lim. Vn (Ü + 1) foren du. 


get Yo 

Vnr 
Der auf e=— 1 bezügliche Theil der Summe (73) werde 
durch die Substitution von ._— x an Stelle von x£ transfor- 


mirt; dadurch nimmt die Summe die Gestalt an: 


Bar: 
(77) War I na _ riet) de. 


Demnach ist die Summe (75) gleich der Summe der 
beiden Ausdrücke (76) und (77), und zwar, wie gross wir %, 
auch denken. Lässt man aber y, über alle Grenzen wachsen, 
so nähert sich der zuletzt genannte Theil der Null; denn der 
Modulus der Funktion unter dem Integralzeichen ist gleich 





Art 
— —gaı 
z x Yı 
e 





Va em ra. ten 
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we 8 ein positiver Werth, nämlich sin’ z& oder cos’ mx ist, 
je nachdem n« gerade oder ungerade ist, er ist folglich 
kleiner als ie 


— —rı 
ee 

e 
Zary 

1— e & 


das’ Integral also seinem absoluten Betrage nach kleiner als 


N 


2 An 


1 BY . 2 77) 
Bey, f. Zraurdeı. => 
« 


1.—e Any, 
0 


und demnach unendlich klein, wenn y, unendlich gross wird. 
Aus dieser Betrachtung folgt schliesslich die Formel 





n—1 2k’ri 


2 e"” =2Yn i + il) ‚fer: du. 
er 0 


Zur Bestimmung dieses Integrales genügt es, für n ‚den 
besonderen Werth n=4 zu wählen, für welchen die linke 
Seite in 2(1-+:) übergeht; dadurch findet sich 


—2u’ni Er herhr9l 
J: ee ar) 
0 


und folglich 
n—1 2kri 


203 1—nr 
(9) a ya 


k=0 











eine Formel, welche den Werth der @aussischen Summe 
p(2,n) für jeden Werth der positiven ganzen Zahl n 
genau bestimmt. Den im Vorigen entwickelten Sätzen ge- 
mäss lässt sich sodann auch der Werth der allgemeineren 
Summe p(2u,n) für alle ganzzahligen Werthe von u und n 
ermitteln *). 


*) Vgl. hierzu die erst kürzlich erschienene Arbeit von Landsberg 
„Zur Theorie der Gaussischen Summen und der Thetafunktionen‘“ im 
Journ. f. die r. u. a. Mathematik Bd. 111 p:234. In derselben wird durch 
eine Methode, welche der Kronecker’schen verwandt ist, nicht nur die 
Transformationsformel der Thetafunktionen, sondern unabhängig davon 
auch die Reciprocitätsbeziehung (38) zwischen den Gaussischen Summen 
hergeleitet, wozu das Kronecker’sche Verfahren, welches nur den Werth 
der Summe 9 (2, n) liefert, nicht geeignet zu sein scheint, 
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Berechnung der Classenanzahl. 


1. Mittels der im vorigen Abschnitt gewonnenen Hilfs- 
mittel wollen wir nunmehr die Aufgabe lösen, für die Classen- 
anzahl der quadrätischen Formen von gegebener Determinante 
D einen 'endlichen Ausdruck aufzustellen, indem wir die in 
der Formel (22) des sechsten Abschnitts noch auftretende un- 
endliche Reihe 


S1/D3 1 
A) 5 = os 
summiren. Die Determinante D darf aber jetzt nach dem in 


Nr. 7 dort Gesagten frei von quadratischen Faktoren voraus- 
gesetzt werden und hat demnach die Form 


2) Desnoar 
wo c einen der Werthe 0, 1 und P eine aus lauter verschie- 
denen ungeraden Primfaktoren p, p’, p”,... zusammengesetzte 


Zahl bedeutet. Statt die Summation zur Rechten der Glei- 
chung (1) über alle positiven ganzen Zahlen n auszudehnen, 
genügt es auch, sie nur über die sämmtlichen zu 2D d.i. zu 
2P primen positiven ganzen Zahlen n zu erstrecken; für alle 
solche Zahlen besteht aber die Formel (5) des 3. Abschnitts: 
n—1 n—1 
5 ae) 
und man findet ihr gemäss die Gleichheit 


(4) 9-6): 


so oft n=n (mod. 8P); und für die Formel (1) die neue 
Gestalt: 
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n—1 "®—1 


Eu ee lehn 


“ die Summation in natürlicher Reihenfolge auf sämmtliche po- 
sitive ganze Zahlen » ausgedehnt, welche prim sind zu 2P. 
Zweierlei Wege bieten sich nun dar, die hier ge- 
forderte Summation auszuführen, und beide wollen 
wir der Reihe nach einschlagen. 
Die erste dieser Methoden besteht in der Umformung 





des Ausdruckes — mittels der bestimmten Integralformel 


| 
1 
— - (am da 
n 
0 


und in einer dann folgenden rationalen Integration. Durch 
diese Umformung nimmt die Formel für $S nämlich die folgende 
Gestalt an: + 

n—1 n’—1 


(1b) Re) am de. 


0 
Denken wir uns nun die Summe zunächst nur über alle die- 


jenigen der bezeichneten Zahlen n erstreckt, welche kleiner 
sind als 8% P, so kann man die endliche Summe.auch folgender- 
massen schreiben: 

i + ni n L 


r (& Dr En ie 2) 2") 


n aber nimmt die angegebenen Werthe an, wenn man 
n=8P:2 +v 

setzt und hierin 2 die Zahlen O bis  —1, v aber die Reihe 
der g(8P) zu SP primen Zahlen durchlaufen lässt, welche 
<8P sind; da wegen (4) 

Ir feet em. 

2 8 N 2 8 V 

tet 

gefunden wird, lässt sich der vorige Ausdruck daher durch 


den folgenden ersetzen: 
; 1 


ds 1 — yg5ıhP er a 8 
NE En > ü 
y 


0 
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Zur Abkürzung sei 


(5) Fe) = II Far . & ar; 


das vorige Integral besteht-dann aus den zwei Theilen 














ra) dx "load? 
ae N 
wo die Funktion 
BE 
ei 2°?) 


bei der Integration durchweg endlich bleibt, denn sie könnte 
nur an den Grenzen derselben, wo der Nenner verschwindet, 
unendlich werden, jedoch hat F(x) nicht nur, wie der Aus- 
druck (5) sofort erkennen lässt, den Faktor x, sondern auch 
den Faktor 1 — x, weil 


v1 »2—1 

Fy=,6°’:* G) 
also nach Formel (6) Seite 49 gleich Null ist, und folglich 
bleibt der Bruch auch an den Grenzen endlich, Hiernach 
leuchtet ein, dass der zweite Bestandtheil wegen des Faktors 
x5P% hei unendlich wachsendem A gegen Null convergirt. Und 
somit findet sich schliesslich das folgende Resultat: Die un- 


endliche Reihe $ ist dem ersten Bestandtheile gleich, in 
Zeichen: 


(6) | g -f de 


2(1 —a°? 











Es erübrigt also nur, diese rationale Integration 
auszuführen, um S zu ermitteln. 

Der Nenner der zu integrirenden Funktion verschwindet 
ausser für «= (0 für die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung 


«s’—=1 d.h. für die Werthe 





RER 
(7) a=e 
(k= 6,1, 2,7%. .8P==D), 


und somit findet sich durch Partialbruchzerlegung 
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2 ri 
8P—1 ( sr) 
IE 1 E\g 
©(1 «5 P) 82 a 
e— € 


wo übrigens der Werth %=0 auch unterdrückt werden könnte. 
Also ist 


; Me „gi 1 £ 
(8) Br r\ sr‘) : | 


% — € 





Untersuchen wir zuerst den Ausdruck 


- Foyer v—1 v?—1 „kai 
(9) le er) _ >" 8 en (2) Bi 
v 


Jede der in Frage kommenden Zahlen » wird man durch die 
Formel 


(10) v=8Py-+Poa-+ Su 


erhalten, wenn man « die Werthe 1,3,5,7 und u die Zahlen 
der Reihe 1,2,3,... P—1, welche prim sind zu P, an- 
nehmen lässt und die ganze Zahl y jedesmal passend wählt. 
Hiernach wird 














v & [M 
SE Map 
und 
Oki ; 1 
VS ak uk 
e = e e 


sein, während mit Rücksicht auf (10) 
Be! Js a BEMITATN 
FE 
gefunden wird. Wenn demnach ie (9) statt über alle v, über 


(die bezeichneten Werthe von & und u sümmirt wird, so kommt 
ohne weiteres 


(11) ve FL (Buszolsi;t 


worin 


. N. 
(12) Dee 
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und Oki 


ie ESS per 


gesetzt ist. £ 
Hier kommt nun zur Geltung, was im vorigen Abschnitte 
über die Gaussischen Summen gelehrt worden ist. Darnach 
findet sich für $, folgender Werth: 
eo 
(14) Su = 2) SE VB: 
wo die Quadratwurzel mit positivem Vorzeichen zu nehmen 
und ( wenn %k und P einen gemeinsamen Theiler haben, 
gleich Null zu setzen ist. 
Um 5. zu berechnen, unterscheidet man am besten die 
vier Fälle, welche die Werthe von d, & zulassen. 
Für d=1, s—-1 findet sich 
Se =: 1 ar 
4.18 
d. h. Null, ausgenommen, wenn k =4h ein Vielfaches von 4 
ist, wo dann / 


(152) Sa = 4: (— 1)" 
wird. | 
Ffürdö=—1, e=1 kommt 
Bi, 2kzi 
DE —— e 4 . en 
1-+ 1? 


d. h. Null, ausgenommen, wenn k = 2y und y eine ungerade 
Zahl ist, m welchem Falle sich findet 

. 
(15°) S&=4.(—1)°. 

Fir do=1, e—= 1, findet man 
kri 
me L-iN.(1 +) 

d.h. Null für jedes gerade %k; prüft man bei ungeradem % die Fälle 
k=1,3,5,7 (mod. 8), so erkennt man leicht, dass allgemein 

k2—1 


(15°) S.=(—-1) ° :2y2 








ist. 
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Für ö=—1,.=—1 endlich ist 
eu 
= el + MW. (1 — 8) 
d. h. Null für jedes gerade %; für jedes ungerade k dagegen 


findet sich allgemein 
1 (1 





(15°) Sl) ° .9%2. 
2. Diese Werthe von 5, und $,. müssen nun in (11) und 
PL 





dann der so gefundene Werth für F (2 7) in die Gleichung (8) 
eingesetzt werden. Dann ist noch die Hilfsformel 





1 
ax m je 2 
——— © 24 u Il— — — 
(16) en os an ty iz 

0 
zu berücksichtigen, in welcher g zwischen O0 und 2x voraus- 
gesetzt ist. 


I. Ist demnach erstens ö=1, s=1, also D=+P=1 


(mod. 4) und n, 
wen), 


so oft n und 2D ohne gemeinsamen Theiler sind, so findet 
man, da nur die Zahlen =4h der Reihe 0,1,2,3,...8P—1 
d. h. die Zahlen h der Reihe 0, 152,...2P—1 nichtver- 
schwindende Glieder der Summe S liefern, 

P—1 


Ss-— Una N 


ayp\r 





wo 
2P—1 


(17) 8, - 1)' (>) (108 2 sing7 ur (2 Ar 27) ) 
0 


gesetzt ist. Diese Summe kann auf verschiedene Weise weiter 
behandelt werden. Man kann sie zuvörderst in zwei Theile 
zerlegen, deren erster die Werthe von AR< P umfasst, während 
der zweite sich auf die Werthe von %h bezieht, welche von P bis 
2P—.1 hin liegen. Diese letztern erhält man aber aus der 
Formel P + h, indem man %h jetzt die Werthe < P durchlaufen 
lässt, und durch eine einfache Umformung des auf sie bezüg- 


lichen allgemeinen Gliedes der Summe gewinnt man die Formel 
Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 15 
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Sı En —1%(2) (1os 2 singt (g— a7) i) 
5 “ 
I Del) (os omg Aa) 
d.h. 


(18) 87) > (— 1)% (&) (1og tang 8 5D 5+ > zi). 


Man kann aber auch so verfahren: unterscheidet man bei 
der Summation in (17) die geraden Werthe A = 2g von den 
ungeraden, so ist 

P—1 


5 — (>) : > (7) (10 2 sin I7 + & — ga ‘) 
lernt EB) 


wo die letztere Summe auf alle ungeraden Zahlen A <2P zu 
erstrecken ist. Da nach (3) pag. 47 die ebenso ausgedehnte 


a 


Summe > (2) —=() ist, desgleichen >> &) —.(), Boa 
0 


man etwas einfacher schreiben: 


(2) I) (on 2 2) 
I, (2) (oe ing 32) 


Nun zerlege man die letztere Summe in die beiden Theile, 
deren ‘erster die ungeraden  < P umfasst, während für den 
zweiten h die ungeraden Zahlen von P bis 2P—1 annimmt; 
letztere gewinnt man aus der Formel P+h’, wenn man h’ 
die geraden Zahlen < _P annehmen lässt. Hiernach findet 
sich in einfacher Umformung 


(2 (li ee 
0 


RB 2 2 
ung.ha<P 
R D 2 2 2 


ger. W/< P 


Berechnung der Classenanzahl. 295 


Wird diese Gleichung aber mit 2 multiplieirt und dann 
die Gleichung (18) davon subtrahirt, so erhält man leicht 


51=2 (2) 2, (2) (os sin 5) 
IB) a 
— (5) (og si : De a, 


oder, da die Zahlen h, h’ zusammengenommen alle Zahlen 
9<P ausmachen, also nach der oben angeführten Formel 


des 3. Abschnittes 

: S)+26)- 

ist, 

19) = (2 (2) — ı) > & (1og sın 5 — EN 


Nach Belieben dürfen wir in der Formel für $ den einen 
oder den andern der beiden Ausdrücke (18) oder (19) für $, 
einsetzen. 


Ist dann D=-+-P, so wird 


PA 
3-75) 23,101) (os tan 55 +37) 
oder auch 


s-- (1-2 E)) IE) los ins 32) 


Da aber $, seiner Bedeutung (1) gemäss, reell ist, so muss 
das Imaginäre rechts für sich verschwinden, und man findet 
demnach endlich 


(20%) = — ) 32 (— 1). (4 ) log tang en 


oder auch 4: 
8 li) e)weinie, 


daneben ergeben sich noch die Formeln 


hn hri 7 ) 





jur 
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en De-mi)-0 DIe)a=0, 


die sich leicht bestätigen lassen. 
Ist dagegen D=—P, so wird 


=D 1() (or in 54 5) 








oder auch 32 
= 5,620), Oi 
0 
und hieraus endlich Re 
(20) 3,5 2, 


oder auch 3 
us 
m 8 - le 


während daneben sich die beiden unschwer zu bestätigenden 
Formeln herausstellen 


= (1% e ) log tang "r — 0 





(20,) Be 
2, (2)108 sin sın ——=0. 
Il. Ist zweitens d=—1, ce =1, also D=—+-P=3 


mod. 4) und für jede zu 2D prime Zahl n 
( J p 


)=--9’6) 


so findet man, da nur die Zahlen k von der Form k=2y, 
wo y ungerade ist, nichtverschwindende Glieder der Summe 
S liefern, 


DE 2° (n) (108 2 sin } ee + i iS — 2); 
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wo die Summation über alle ungeraden Zahlen y<4P zu er- 
strecken ist. Da nach (6) S. 49 die gleicherstreckte Summe 


en 
A 
ist, kann man einfacher schreiben 
Se 
2 


Sc ) =, “ 7.) (108 sin 1,11). 


Unterscheidet man demnach wieder die beiden Fälle einer po- 
sitiven und negativen Determinante, so ergiebt sich: 


Ist Be so wird 
1 y ayige 
(21) S= an Nee (aloe sın ap’ 


während 


(21°) > I— y® er v—=0 


ist. | 
Ist dagegen D= —P, so wird 
bei 

a Ir: re le) 

während 

y—1 

(21,) Bar 1) En 2 ) log sin = —() 

ist. 

| III., Sei drittens do=1,.:2=-—1, also D=-+2P, 
£r —1| (mod. 4) und für jede zu 2.D Sachh, prime Zahl n 


een): 


In diesem Falle wird, da nur die ungeraden Werthe k —y 
Sr ae Glieder der Summe S$ geben, 


u ET = (A) (low 2un + (5-7), 


wo die Summe über alle ungeraden Zahlen » <8P ausgedehnt 
werden muss; da aber nach (6) 5. 49 die gleichausgedehnte Summe 
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PA HET 


ist, kann man einfacher schreiben 


=) 
EI ICH" Glen) 


Hieraus Sk aber, wenn D=-+2P ist, 











VE 
% 1 8,1 
ERBE a 1) ° (2)log sin 1. 
während 

Yo 
229) ar 
ist; wenn dagegen D= — 2P ist, folgt 
r — 
>> Y ER y 
Bad = DU ne 
während 
dan 
(22, Den ° (#) og sin 75-0 
ist. 
IV. Sei endlich viertens d=— 1, s=—1, also 


D=-+2P, +P=3 (mod.4) und für jede zu 2D prime, 


Zahl n 

D u N 

7-0 2)" 
Da auch in diesem Falle nur die den ungeraden Werthen von 
k entsprechenden Glieder der Summe $ bestehen. bleiben, 
findet sich 
ne 
s_e» 2 2 

| VE 
+ 1 


ey: "Oeear) 


wo die Summe über alle ungeraden Zahlen y<8P auszu- 
dehnen ist; und da nach (6) 8.49 Ki gleichausgedehnte Summe 


Nena rd | 
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ist, erhält man einfacher 
a (=) 2 
2 


ey? ri y . ya ya. 
ED ae (7) (log sin 5274). 
Hieraus fliesst, wenn D=-+2P ist, 

$ 1 Ss RD TEN EN 
(23°) se (2) 10g sin 7%, 
während 


(232) Dr at 


_ ist; wenn dagegen D= — P ist, folgt 








re 
zz" "br 


während 
Be DR Aue: 


(23,) Mile De BR (2) log sin = ) 
ist. — 

3. Nachdem wir somit die Summe S in allen Fällen be- 
rechnet haben, können wir nunmehr mit Hilfe der Gleichung 
(22) des 6. Abschnittes auch den Ausdruck der Ulassen- 
anzahl für jede (durch kein Quadrat ausser Eins theil- 
bare) Determinante D bestimmen. In dieser Gleichung: 


2 STD\ 
IE m ar a 
hat man, wenn D>O ist, 
1 en 
9— los (74 UYD), 


dagegen, wenn D<O ist, 
Y == 


x 
| v-D 
Mit Rücksicht hierauf sowie auf die in voriger 
Nr. abgeleiteten Formeln lässt sich also folgende 
Tabelle aufstellen: 
DR 0: 
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1) Ist D=P, P=1 (mod.4), so ist 


EICH Tach (2 ) log (7 jr uUyP) Die 1) (5) log tang -. 


was einfacher auch folgendermassen Beschrie werden kann: 


H(D) = E a over BAY: ) log tang 27, 


wenn y alle ungeraden Zahlen < _P (man darf sagen: welche 


prim zu P sind, denn für die andern ist (2 —= (0) durch- 








läuft; oder, da für solche Zahlen (2) = () ist, ist schliess- 


D 


lich, wenn man mit «, ß diejenigen unter ihnen bezeichnet, 
für welche 





ist, 

2) : tang > 
24) H(D)= | — los | —; 
Bo ADS ngroyn 8 tang 57, 


Einen zweiten Ausdruck ergiebt die Formel (20°), nämlich: 





(2) ur 
24 HD) = ee BEE Cr —— , 
BED) Me 


worin a, b die sämmtlichen zu P primen Zahlen <P be- 
zeichnen, für welche 


ee 
ıst. 


2) It D=P, P=3 (mod. 4), so ist nach (213) 


—1 





Dre Ei Bi BR: yn 
IND = os TLUVD) > (—1) 5) log sin 5 
dee, 
„Pr 
: 1 "ip 
24, 1 = — + log FE —— 
ne. 0: in 


4P 
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worin «&, ß die ungeraden zu P Bun Zahlen <4P be- 
zeichnen, für welche 


En Bent 
Bern nei’ --1 


ist. 
3) Ist D=2P, P=1 (mod.4), so ist nach (22) 


y 





“ Seh log era Uy2P) "202° (2)log sin 62 
Te 
(24,) ee log en uUyaP) we] 


worin «, ß die ungeraden zu P primen Zahlen <8SP be- 
zeichnen, für welche 


eg, Q-eng--ı 
ist. 
4) Ist D=2P, P=3 (mod. 4), so ist nach (23!) 


You, ya 


1 nt 
dl: 


1 sp 


sın sp 





worin «, ß die ungeraden zu P primen Zahlen <8P be- 
zeichnen, für welche 








ist. — 

Man sieht sogleich, dass die drei letzten Fälle sich in 
eine einzige Formel vereinigen lassen, welche in folgendem 
Satze auszusprechen ist: 
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Ist die positive Determinante D nicht =] (mod.4), 
so ist immer 





? sin e 
25 H(D) —= a ep | } — Be 
( ) ( ) 168 (T + uyD) log. Er 2: ’ 
4 


wo «, ß diejenigen zu 2D primen Zahlen <4D be- 
zeichnen, für welche 


Er 


1st. 
I al) 208 
Wir bezeichnen mit / den absoluten Werth von D. 
1) Ist dann zuerst D=— P, P=3 (mod. 4), so er- 


giebt sich aus (20,) R 
29-,; )I-DB), 
0 


wofür einfacher auch geschrieben werden kann 


ei N .) 


wenn 9 dieselbe Bedeutung hat, wie im ersten der auf eine 
positive Determinante bezüglichen Fälle. Giebt man auch 
den Zeichen «, ß dieselbe Bedeutung, wie bei (24,), und sind 
A, die Anzahl dieser Zahlen «, ß, so ist ganz einfach 


; 2 
(26,) 20) -()-®-%. 
Wendet man dagegen die Formel (20,) an, so findet sich 


b pP 
2-2. Ss@)n 


d. ı., wenn a, b dieselbe Bedeutung bewahren, wie in Formel 
(24,), einfacher 


(26,) HD (2 = (2)) Sa 


Die Formel (26,) verdient vor dieser insofern den Vorzug, 
als sie sogleich A(D) als eine ganze Zahl erkennen lässt. 
Uebrigens können wir sie noch einfacher schreiben, wenn 
wir der Gleichung (26) die Gestalt geben: 


Berechnung der Classenanzahl. 205 


ln 9 
20-26) 

wo g alle geraden zu P primen Zahlen < P durchlaufen 
muss. Denn, setzt man dann g9=2h, so durchläuft A alle 


zu P primen Zahlen < er und wenn demnach A, D die An- 
zahl derjenigen mit a, b bezeichneten Zahlen bedeuten, welche 


RAR } 
Ei sind, so ist offenbar 


(261) HD=- DV ()=4-—B. 


Der in diesen Formeln ausgesprochene Satz ist für den 
‘ ‚Fall, dass P eine Primzahl ist, bereits längere Zeit, bevor 
Dirichlet allgemein die Olassenanzahl bestimmte, von Jacobi 
entdeckt worden, der durch eine Induction dazu geführt 
wurde*); er lässt sich für diesen einfachen Fall folgender- 
“massen aussprechen: 

Ist die Determinante eine negative Primzahl —p, 
deren Absolutwerth die Form 45 +3 hat, so ist die 
Classenanzahl für die zu ihr gehörigen eigentlich 
primitiven positiven quadratischen Formen gleich 
dem Ueberschuss der Anzahl der quadratischen Reste 
über die Anzahl der quadratischen Nichtreste, welche 


kleiner sınd als DR 


2) Ist zweitens D=— P, P=1 (mod. 4), so folgt 
aus (21,) 


vi 
1 Sr 
BD)=--3(-02°' ()r 
d. i. bei Anwendung der bei Formel (24,) eingeführten 


Zeichen «, ß 


(26,) EDEN, 


4P 
3) Ist drittens D= —2P, P=3 (mod. 4), so giebt (22,) 


um. In" @)> 





*) Jacobi, observatio arithmetica in Crelle’s Journ. Bd. 9 p. 189. 
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d. i. bei Anwendung der bei Formel (24,) eingeführten 
Zeichen a, ß 


(26,) HD)- +, 


8P 

4) Ist endlich D=—2P, P=1 (mod.4), so ergiebt 
sich ebenso aus (23,) 
Ye 


1 war 
2-20 
d. i. bei Anwendung der in Formel (24,) eingeführten 
zeichen «, ß 


(26,) B(Dye a 


Man sieht, dass auch hier wieder die drei letzten Fälle 
sich in eine einzige Formel zusammenfassen und folgender . 
Satz sich aussprechen lässt: ; 

Ist die negative Determinante D=— 4 nicht 
=] (mod. 4), so ist immer 
ZB — 2 


(27) H (D) = AA ’ 


wenn «a, ß diejenigen zu 249 primen Zahlen <44 be- 
zeichnen, für welche 


9-41, Qi 


Der Grund, warum der Fall D=1 (mod. 4) sich nicht 
unter die allgemeine, den übrigen Fällen entsprechende Formel 
fügt, ist darin zu suchen, dass wir unsere Betrachtung nur 
auf die eigentlich primitiven Formen der Determinante D 
beschränkt haben, in diesem Falle aber auch uneigentlich 
primitive Formen vorhanden sind. Lässt man in der Theorie 
der quadratischen Formen diesen Unterschied fallen oder viel- 
mehr, legt man dieser Theorie nicht die Formen von der Gestalt 


ax” + 2bay + cy, 
sondern diejenigen von der Gestalt 


ax + bay + cy? 


ist. 
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zu Grunde, so bedarf man, wie Kronecker gezeigt hat*), 
zur Bestimmung der Classenanzahl nur zweier Formeln, eine 
für positive, und eine für negative Determinanten. 

4. Wir wollen nunmehr den zweiten der erwähnten 
Wege zur Berechnung der Summe S einschlagen, auf 
welchem wir noch verschiedene andere Ausdrücke für die 
Ulassenanzahl erhalten können, die wir wenigstens für nega- 
tive Determinanten aufstellen wollen. Die Formel (11) bietet 
uns, den vier verschiedenen Fällen entsprechend, das nöthige 
Hilfsmittel dazu dar. 

Ist zunächst dö=1, 2=]1, so kommt sie, wie ohne 
Mühe erkennbar ist, auf die Gaussische Summenformel d. i 
auf die Gleichung 





au 


zurück, in welcher (>) die Null bedeutet, so oft %k einen 


Theiler mit P gemeinschaftlich hat. 
Ist also P=3 (mod. 4), so findet sich 





rei, 
ist P=1 (mod. 4), so ist dagegen : 
ee, 


wo die Summationen über alle (man darf sagen: zu P primen) 
Zahlen u < _P erstreckt werden müssen. 

Ist zweitens do=— 1,8: =1, so sei k=2y, y aber 
“ ungerade; dann findet sich 


rer) Ian? (5)e”, 


wofür jedoch einfacher gesetzt werden darf 
v—L 27V 7 i 


vl )=2. Zn’ (De 


v<4P 








*) In den Sitzungsber. der Berl. Acad. 1885 „Zur Theorie der 
elliptischen Funktionen“ p. 768. 
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Mit Rücksicht auf die Formeln (14) und (15) folgt hieraus, 
wenn P=1 (mod. 4) ist, 


(29,) 7%: 32) we nr (2) sin ter 


dagegen, wenn P=3 (mod. 4) ist, 


re Yl 
n De Due 


wo 52) —=() zu setzen ist, wenn y einen gemeinsamen Theiler 
mit P hat, und die Summationen auf alle ungeraden zu P 
primen Zahlen v» <4P sich erstrecken. 

Ist drittens dö=1, e=— 1, so sei k eine ungerade 
Zahl y, dann führen die Formeln (14) und (15) zu folgender 
Gleichung: 
wenn P==.3 (mod. 4) ist, 


== 1 f yY—1 
(30,) PA) Se ) sin 
wenn aber P==1 (mod. 4) ist, 

a men 
ia ern; 


wo (2)=0 zu setzen ist, wenn 7 nicht prim ist gegen P, 





= 











und die Summationen auf alle ungeraden zu P primen Zahlen 
v<8P sich erstrecken. 


Ist viertens do=— 1, ce= — 1, so kommt auf gleiche 
Weise, wenn P==1 (mod. 4) ist, 
v1, »%—1 y — y—1 


(31,) Ass DE (3)s in Ir _ (— yon =) i 


wenn dagegen P=3 (mod. 4) ist, 





i ee R re 
nm PH Gore cn 2e 


wo der Umfang der Summationen der vorige ist. — 


Handelt es sich nun um die Berechnung der 
Summe 
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n—1 m—1 f 
s- 2% : © i Be 
ausgedehnt über alle positiven zu 2P primen Zahlen n, so 
kann man die aufgestellten Formeln benutzen, um 
das allgemeine Glied durch eine endliche trigono- 
metrische Reihe zu ersetzen und damit die ganze 
Summe in eine unendliche trigonometrische Reihe 
umzuwandeln, deren Werth aus der Theorie dieser 
Reihen bestimmt werden kann. Indem wir auf solche 
Weise nun die möglichen Fälle durchgehen wollen, uns dabei 
auf negative Determinanten beschränkend, dürfen wir absehen 
- von dem Falle ö=1, e=1, in welchem das Verfahren 
keinen neuen Ausdruck für die Classenanzahl herbeiführen 
würde. 
Es sei also zuerst o=—1, s=1, sodass P=1 
(mod. 4) vorausgesetzt wird, folglich 


CU De al)E 


Ersetzt man in dieser Summe den Faktor von u nach (29,) 








durch eine trigonometrische Reihe und kehrt dann die Ord- 
nung der Summationen um, so findet man 


DE SE 


n 


wo die Summation in Bezug auf n auf alle ungeraden Zahlen 
bezogen werden darf, da für diejenigen von ihnen, welche 


ml 
nicht zu P prim sind, der für (— 1) ° B gesetzte Ausdruck 
verschwindet. Nun hat die Reihe 


sin & sin5x 


; an een. 


den Werth + z ‚ wenn & zwischen O0 und z, 








er 2 
„ „ FIR FM » X ”„ LT y T 


liegt. Die auf n bezügliche Summe wird also 
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IT . 
1 wenn v zwischen O0 und 2P, 


, „ v » Zt ” 4P 


liest. Und somit findet sıch 


- ln? B)- Sn 


wenn die Accente den eben angedeuteten Umfang der Summa- 
tionen bezeichnen. Bemerkt man jedoch, dass wegen P=1 
(mod. 4) für eine Zahl v=4P — v' 


ale 


gefunden wird, so lässt sich einfacher schreiben 





ver 


a hl Br, ); 


wo die Summation auf alle ungeraden zu P primen Zahlen 
v<2P sich erstreckt. 
Man kann aber in (32), statt den gesammten Faktor von . 


(32,) gr 





1 ® . . . . 
„ (durch eine trigonometrische Reihe zu ersetzen, dies nur 


bezüglich des Symbols ee) mit Hilfe von (28,) thun. Dann 


kommt , 
Vz 5 Da Te 


wo die ee bezüglich n wieder auf alle ungeraden 
Zahlen erstreckt werden darf. Die Reihe 
cos & cos 3% cos 5x 
FERNE ar 5 
hat aber den Werth 








44 . 614 In 
+ z, wenn x zwischen 0 und —- oder —- und 2, 


: TL 37 
— —, wenn x zwischen — und —- 


liest. Demnach wird 


s- (2 6-2 +2) 
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sein, wenn die drei Summen sich über alle zu P primen 


e 2 24 a 
Zahlen erstrecken, welche resp. zwischen O und —, = und —- 


u und P sich befinden. Da P==1 (mod. 4), ergiebt ci 


leicht die dritte Summe gleich der ersten, und da zudem 


Br De FD +2 = 


ist, darf man einfacher schreiben 


BES A 
(82) Bey (B): 
wenn die Summation nur auf alle zu P primen Zahlen u < = 
erstreckt wird. 
Sei zweitens d=1, = —1, während P=3 (mod. 4) 
vorausgesetzt wird, folglich 


6 s- In" (4 


Wird hier der gesammte Faktor von rn nach (30,) durch 


eine trigonometrische Reihe ersetzt, so kommt 


5,2 2) N: 


wo wieder über alle ungeraden n summirt werden darf. So- 
mit findet man 


Be Bere). 


die erste Summe über alle diejenigen ungeraden zu P primen 
Zahlen v erstreckt, welche <4AP, die zweite über diejenigen, 
welche zwischen 4P und 3P enthalten sind. Da P=3 
(mod. 4), so ist für eme Zahllv=8P — v' 
Dt Ze ! 
Eee 
und deshalb einfacher 


(33,) ic), 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 14 
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Wird dagegen in (33) nur das Symbol (&) nach (28,) 


durch trigonometrische Funktionen ausgedrückt, so kommt 


n-—1 
EN a Se 1) a 
RL al - 1 (—1) — SUN; 


n darf alle ungeraden Zahlen durchlaufen. Nun ist aber die 
Reihe 


sin & sin 3x sin 5x nB sin 7x ar 
if 3 5 7 
nur dann von Null verschieden, wenn x entweder zwischen 


3 . dr TI . . 
„ und a oder zwischen —- und —- liegt, und sie hat je 


nach diesen beiden Fällen den Werth + we oder — RE 
Darnach ergiebt sich 

ee 
die erste Summe auf alle zu P primen Zahlen u zwischen = 
und ns die zweite auf alle solche Zahlen u zwischen = 
und E erstreckt, was jedoch wegen P==3 (mod. 4) ein- 


facher auch 


’ 
5 ‚ 
(33,) 3-52) 
geschrieben werden kann. 
Endlich sei dö=—-1, s=—1, während P=1 
(mod. 4) gedacht wird, folglich 


le: 


Hier bieten sich‘ vier verschiedene Möglichkeiten zur Umfor- 








. 1 
mung. Erstens ersetzen wir den gesammten Faktor von — 


nach (31,) durch einen age Ausdruck; dies giebt 


euer 


und führt zu der Formel 





Berechnung der Classenanzahl. 211 


Fahr »2—1 v—1, #—1 
I (v ? 3 T177/» 
0 all 
wo die erste Summe alle ungeraden zu P primen Zahlen 


<4AP, die zweite alle diejenigen zwischen 4P und 8P um- 
fasst. Da P==1 (mod. 4) ist, wird für eine Zahl v=8P — v’ 


De 





v—1 — 
Bi in, tcy..6-6) 
und folglich einfacher 


(34,) = —— rn Ci 


n®—1 
Zweitens lässt sich (— 1) ° =] nach (30,) umformen, 
dadurch wird 
„—1 1 


aaa‘. (& DIN" kon 


A Ze 
een 
et 2) 
wo die drei Summen sich über alle ungeraden zu P primen 


Zahlen v erstrecken, welche resp. zwischen O und 2P, zwischen 
2P und 6P, und zwischen 6P und 8P enthalten sind; da 


nach (6) 8.49 = 
Dt 


ist, ergiebt eine ähnliche Umformung wie bei (32,) das Re- 
sultat: 


(34, = ne. 


Drittens m man (— y: = (a) nach (29,) durch eine 


trigonometrische Summe ersetzen und un dann 


ar —1 








de, 


- 520-0° ze DAR EE 2 sinn I} 


14* 
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woraus, wie bei der zweiten er: des zweiten Falles, 


Fu IH) 


hervorgeht, die erste Hr auf alle zu P primen unge- 


raden Zahlen zwischen 5 und 3& = ‚ die zweite auf alle die- 
jenigen zwischen = und = erstreckt; da P=1 (mod. 4), 


wird für eine Zahl v=4P — v’ 





ey CI en 


sein, also einfacher 
1 


(34,) iD ga! DEE (G )- 


Endlich kann man aber auch nur das Symbol () selbst 


nach (28,) durch eine trigonometrische Summe ausdrücken 
und findet dann 


n?—1 


zes 
[2 2 s 1 2un 
(&) > (—1)  C08N 


Die Reihe 
cos X cos 3x cos 5x cos 7x 
ee 


geht durch die Substitution x = ae — x’ in die andere über 














sin x’ sin 3x’ sin 5’ sin 7%’ 
a Renee “F 7 ar 


ne 


mit Rücksicht auf das bezüglich der letztern oben Gesagte 


. . . 7: 
verschwindet die erstere, ausser wenn x zwischen O0 und sE 


oder ze und 2z liegt, wo sie den Werth + — Vs hat, und 
wenn & zwischen . und au liest, wo sie den Werth — ya 
hat. Demnach wird 


5 20-26) 


ET VE A Age 
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wenn die erste Summation sich auf alle zu P primen Zahlen 


2 IR . TE 2 - 
zwischen 0 und —- oder zwischen —- und P, die zweite auf 


Si ; Y5 5P 
alle diejenigen zwischen == und - erstreckt; wegen P=]1 


(mod. 4) lässt sich dafür noch einfacher schreiben 


ee BERND IE I 
a  :-sIM-IO) 
wenn die erstere Summation auf diejenigen zu P primen 


Zahlen u beschränkt wird, welche zwischen 0 und = die 


zweite auf diejenigen, welche zwischen = und - enthalten 
sind. — 

5. Hierdurch vervollständigt sich nun die obige Ta- 
belle für die UÜlassenanzahl negativer Determinanten. 


It D=-P, P=1 (mod.4), so folgt -aus (32,) 


; v—1 
1 f "2 {» 
4m-323 2° (7). 
wo v<2P und prim zu 2P; bezeichnen daher U, B die 
Anzahl der, für diese Determinante mit «, ß bezeichneten 
Zahlen, welche <2P sind, so ist einfach 
‚ A—DB 
Aus (32,) folgt aber 
20-22 (5) 
TOR 
(26,) H(D)—=2(4 — B/), 


wenn A’, B’ die Anzahl derjenigen der mit a, b bezeichneten 





Zahlen angeben, welche < sind. 
It D=—2P, P=3 (mod.4), so folgt aus (33,) 
—1 
1 n u 
Ele DER. 
wo v<4P und prim zu AP; bedeuten VA, ®B die Anzahl der 


für diese Determinante mit «&, ß bezeichneten Zahlen, welche 
<4P sind, so wird wieder 
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‚ U— => 
(26; ) H(D) = a HDn. 
aus (33,) aber folgt 

HD-22 (5) 
ae 
(26,°) H(D)—=2(A — B), 


wenn A’, B’ die Anzahl derjenigen mit a, b bezeichneten 


; 


Zahlen bedeuten, welche zwischen = und Z enthalten sind. 


Ist endlich D=—2P, P=]1 (mod.4), so folgt 
aus (34,) 


Y et 29 —1 
3 = See 
AD 32h 72 
d. h, wenn W, ® die Anzahl derjenigen für diese Determi- 
nante mit «, ß bezeichneten Zahlen bedeuten, welche <4P sind, 


, A — => 
(26,) H(D)=- 
die Formel (34,) liefert 
ve—1 
(26/") HKD=-L(-1° (2): 


wo v<2P und prim zu 2P; nach (34,) ist ferner 

(26,”) um -1y° (), 

wo v zwischen = und >, und prim zu 2P; endlich nach (34,) 
NO zu 2") 

lsit 

26,”) H(D)=2(A’— B’— A"+ DB”), 


wo A’, B’ die Anzahl PR mit a, b bezeichneten Zahlen 
A”, B"” die Anzahl der- 





; 


bedeuten, die zwischen OÖ und Z =. 


e- : N 32 123 \ 
jenigen von ihnen, welche zwischen —- und —- enthalten sind. 

Den drei letzten Fällen von Determinanten kommt 
wieder eine gemeinsame Formel zu, welche man ee. 
massen aussprechen kann: 


Berechnung der Classenanzahl. | 215 





Ist die negative Determinante D= — 4 nicht =1 
(mod. 4), so ist immer 
ont U—DB 
(27°) FUN) 3er, 


wenn X, B die Anzahl derjenigen Zahlen «, B<24 
bezeichnen, für welche resp. 


2-41, @)--: 


Die Uebereinstimmung der verschiedenen für die- 
selbe negative Determinante ermittelten Ausdrücke 
für die Classenanzahl lässt sich unschwer nachweisen. 
Wir begnügen uns damit, diesen Nachweis für den ersten der 
unterschiedenen Fälle D= — P, P=3 (mod. 4) beizubringen *). 
Ts handelt sich hier um die Bestätigung der Gleichung 


(35) (2 = (2)) Sa a, 4 Ber 


ıst. 


wo a, b die sämmtlichen zu P primen Zahlen < P bedeuten, 


für welche resp. 
a\.e b 
en: 
ist und A ‚ D die Anzahl derjenigen von ihnen, welche =. sind. 


Dei zunächst >) —= + 1, dann bestimme man zu jeder 


Zahl b eine Zahl b’< P mittels der Congruenz 

2b’ =b (mod. P); 
offenbar durchläuft gleichzeitig mit b auch die Zahl 5’ die 
Reihe aller Zahlen b< P, sodass 
. zb 2(2b’ — b 
453 
9? 
dies geschieht D mal; ist dagegen b’ > z so muss 2b —b=P 


sein wird. Ist aber b’< so muss 2b’ —b=( sein, und 





*) Vgl. hierzu Stephen Smith, Report on the theory of Numbers 
in den Reports of the British Association for the advancement of Scien- 
ces, Jahrg. 1861. 
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sein, und da in diesem Falle P— Be und (5) 


ist, entspricht jeder solchen Zahl b’ eine der Zahlen a und 
umgekehrt, ihre Anzahl ist also A. Aus (36) ergiebt sich also 


Und da aus ähnlichen auf die Zahlen a bezüglichen Betrach- 
tungen sich a 
[4 


Pa 


ergiebt, findet man in diesem ersten Falle 


(37) = AB; 


Ist zweitens ()-—1, so bestimme man zu jeder 


Zahl b eine Zahl b’< P mittels der Congruenz 
2b’ +-b=0 (mod. P); 


offenbar durchlaufen dann db und b’ gleichzeitig alle Zahlen 
b< P und man findet 


| 330 __ Z(ab’ + b). 
(38) Pe en 
Ist nun b’< sa was Dmal geschieht, so ist 2’ +b=P, 


wenn dagegen b’> = ist, was nach dem im vorigen Falle 


Bemerkten Amal geschieht, so ist 2’+b=2P, folglich 
ergiebt sich aus (38) 
32%&D 


und da aus ähnlichen auf die Zahlen a bezüglichen Betrach- 
tungen 
324 


hervorgeht, findet man für diesen zweiten Fall 


Sue Da 
(39) 3.75 


kann aber die Formeln (37) und (39) in die eine, für beide 
Fälle giltige, zu Beweis stehende Formel 


An 
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e-6) 258 -4-3 


zusammenfassen. 

Nicht unerwähnt soll hier bleiben, wie man nach 
Cauchy*) die auf den vorliegenden Fall bezügliche 
Formel (26,) bestätigen kann. 

Ist f(x) irgend eine zwischen 0 und P stetige Funktion 
von x, so kann man mit Beibehaltung der bisherigen Be- 
zeichnungen 


Dr@W-Dro =D (4) 


setzen, wenn man die letztere Summe auf alle zu P primen 
Zahlen h < P bezieht. Nun ist nach der Theorie der Fou- 
rier’schen Reihen 


P # P 
W434 D, re) cs en ar, 
0 BAT 


und demgemäss, da 


ist, 
(40) 2 f(a) — Da lb) I. (IE) /r@) cos ar ie) 


Da P=3 (mod. 4) ist, folgt aus der Gaussischen 


Summenformel 
u Shmri 


ORT OTZE 


h 





d. h. 
Ieom-(eyr, Zo)az-0. 


Löst man also in (40) den cosinus unter dem Integral- 
zeichen in seine Bestandtheile auf, so kommt 


D>: f (a) I, (b) = AAN Ba: fi (x) sin = da 
2, 


*) S. Mem. de l’Acad. des Sciences vol. 17 p. 673. 
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Insbesondere, wenn f(x) = x gewählt und dann die einfache 
Integration ausgeführt wird, findet sich 


DD ra 


ml 


> ($)- N 2, (Fr = 


m= 





Hier ıst nun 


gleich dem Grenzwerthe des Produktes 


er 


P/ .ire 





ausgedehnt auf alle nicht in P aufgehende Primzahlen q. 
Desgleichen ist $S der Grenzwerth desselben Produktes, wenn 
es auf alle nicht in 2P aufgehende Primzahlen erstreckt 
wird, man findet daher sogleich 
m\1 E 
Se 
2 


m 
m 1 —: 


und folglich 


1 
5) 
9 nl, 
was durch Vergleichung mit der allgemeinen Formel (22) des 
6. Abschn. für die Classenanzahl die Gleichung 


2 zb — 2a 
HD)=(2 = Ai 
zurückgiebt. — 

Die Ausdrücke, welche wir im Vorigen für die Anzahl 
der . Formenclassen einer negativen Determinante gefunden 
haben, und welche sich wesentlich unter der Form gewisser 
Differenzen dargestellt haben, beweisen durch den Umstand, 
dass stets mindestens eine Ulasse vorhanden ist, die interessante 
Thatsache, dass alle jene Differenzen wesentlich positiv sind. 
2. B. also muss nach Gleichung (26,') die Differenz A — B 
stets positiv sein d. h. unter den Zahlen, welche zu P prim und 


Ss sind, ıst die Anzahl derjenigen Zahlen a, welche 
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die Bedingung (4) —1 erfüllen, stets grösser als die 


Anzahl der Zahlen b, für welche (2) = —1 ist; da- 


gegen ist wegen (26,) bei denselben Zahlen <P die 
Summe aller Zahlen a der ersten Kategorie stets klei- 
ner als die Summe aller Zahlen 5b der zweiten Ka- 
tegorie, 

Es ist sehr bemerkenswerth, dass bisher diese und die 
auf die -andern- Fälle negativer Determinanten bezüglichen 
analogen Sätze ebenso wenig auf rein arithmetischem Wege 
haben bestätigt werden können, als der höchst merkwürdige 
Zusammenhang zwischen der Classenanzahl und den in ge- 
wissen Grenzen enthaltenen quadratischen Resten und Nicht- 
resten (mod. P) näher aufgeklärt worden ist. | 

6. Noch interessanter fast sind die Bemerkungen, zu 
denen die Ausdrücke für die Classenanzahl bei positiver De- 
terminante Veranlassung geben. Diese weisen offenbar einen 
sehr wesentlichen Unterschied auf von denen bei negativer 
Determinante, insofern die letztern schon solche Form haben, 
dass die Olassenanzahl als ganze Zahl deutlich hervortritt, 
während die Ausdrücke bei positiver Determinante, zunächst 
noch mit analytischen Funktionen vermischt, jenen Umstand 
durchaus nicht ohne weiteres erkennen lassen. Hier ist es 
demnach sehr wichtig, dass Dirichlet gelehrt hat, wie den 
Formeln eine andere viel einfachere Gestalt gegeben werden 
kann, bei welcher dieser Umstand ganz klar zu Tage tritt; 
und die eigenthümliche Art, wie es geschieht, ist ein neues, 
interessantes Beispiel für den überraschenden Zusammenhang . 
verschiedenster Gebiete, den so oft die Zahlentheorie kund 
giebt: das Mittel, durch welches wir hier zum Ziele 
gelangen, ist nämlich die Kreistheilung; sie liefert 
eine Auflösung der Pell’schen Gleichung, und mit 
dieser aus der Kreistheilung entspringenden Auf- 
lösung der Pell’schen Gleichung ist die ÖÜlassenanzahl 
auf das nächste verbunden! 

Wir wollen uns bei dieser Darstellung der Kürze wegen 
auf den einfachsten, prägnantesten Fall beschränken, wo die 
Determinante D= P=1 (mod. 4) ist. 
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Wir erinnern zunächst an einen bekannten Satz*). Sei 
P aus lauter verschiedenen Primfaktoren zusammengesetzt: 


P=p pp” 2 


und daraus folgende Reihen ganzer Zahlen gebildet: 











(0) r 

2 Ze 
= = ’ Fr ' Fr 4 
ul Er 


u. s. f., bis eine letzte Reihe nur die eine Zahl 1 enthält, 
welche durch Theilung von P durch alle seine Primfaktoren 
entsteht. Die Zahlen der geraden Ziffern zusammengenommen 
nennen wir die Zahlen A, die Zahlen der ungeraden Ziffern 
zusammengenommen die Zahlen u; man sieht leicht ein, 
dass die Anzahl der A gleich der Anzahl der u ist. 
Der zu erwähnende Satz aber lautet: Jeder Theiler von P, 
welcher von P selber verschieden ist, geht in eben- 
soviel Zahlen A auf, wie in Zahlen u. Hiernach wird, 
wenn P eine zusammengesetzte Zahl ist, der Quotient 

IIA 

mn 1 
sein, denn Zähler wie Nenner enthält nur Primfaktoren, welche 
auch in P aufgehen und jeder Primfaktor von P hebt sich 
aus Zähler und Nenner heraus. Ist dagegen P eine Primzahl p, 
so ist offenbar 


Allgemein dürfen wir daher setzen 


(41) EFT # 


indem wir für y den Werth 1 oder O0 wählen, je nach- 
dem P Primzahl oder zusammengesetzte Zahl ist. 





*) S. El. der Zahlentheorie 8. 40; vgl. dazu 11. Abschnitt Nr. 4. 
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Dies vorausgeschickt, betrachten wir die Gleichung 


x —1=0 


mit den Wurzeln 
2hrti 


(42) ze" 
dür a=0,1,2,....2 1). 





Die Gleichung, welcher die sogenannten primitiven der be- 
zeichneten Einheitswurzeln d. i. diejenigen Wurzeln (42) ge- 
nügen, bei welchen h prim ist zu P, ist nach der Theorie der 
binomischen Gleichungen*) die folgende: 


X: 
wo 
Kae II(«* — 1) 
II(«" — 1) 


ist und die Multiplikation auf alle oben definirten Zahlen A, u 
zu erstrecken ıst. Hierfür darf man auch schreiben: 


U%=: 





x) — 5-1 
al 
und findet dann für =1 
IIA 
(43) Dam Fr 
Andererseits ist 
2hri 





zx@-]Ik«e-e?), 


h 


die Multiplikation auf alle zu P primen Zahlen A<P er- 
streckt; theilt man diese wieder in die beiden Kategorien der 
Zahlen a, b, für welche 


a b 
A 
resp. ist, so lässt sich auch setzen 


(44) X(e) = Aa) Bla), 


*) S. des Verf. Lehre von der Kreistheilung 8. 16. 
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2anı 2dbri 


wo ıAW=- I ]I«-e*), B@-[le-e?) 


a 





ist. Wir suchen zunächst die allgemeine Form der Coefficienten 
der ganzen Funktionen A(z), BD(x) festzustellen. Hierzu 
erinnern wir daran, dass die Üoefficienten einer Gleichung 
mittels der Newton’schen Formeln durch die Summen gleicher 
Potenzen ihrer Wurzeln ausgedrückt werden können; suchen 
wir demnach die Summen 


2karti 2kbrni 


De E und De & 
b 


a 








zu ermitteln. Dies geschieht aber einfach mittels der Sätze 
über die Gaussischen Summen, nach welchen 
2khri 2akri 2bkri 


Ders d. i. Der S 
I [27 b 


P—1 


(7) VP, hier also, wo P==1 (mod. 4) voraus- 





k 
’2 


gesetzt ist, gleich e2) VP ist, sowie mittels des allgemeinen 


gleich ( 


algebraischen Satzes, nach welchem die ganze symmetrische 
Funktion 
zB aha DER 

> e = + > e P 

a 2 b 
von den Wurzeln der Gleichung X (x) = 0 zugleich mit den 
Coefficienten dieser Gleichung eine ganze Zahl sein muss, 
welche m heisse. Hieraus folgt 

2akri 


Ser t(m+()V9 


a 





Ze? (m-(2)VP) 
6 


und nunmehr zeigen die Newton’schen Formeln, dass die 
Coefficienten von A(x) zu den entsprechenden Coefficienten 
von D(x) conjugirt, dass sie nämlich von der Form 


& —ByR LEST BYP 
2 
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sein müssen, in welcher «, ß ganze Zahlen bedeuten. Folg- 
lich findet sich 
Al)= LO -Z@YVP 
2 - 
(45) 





Ba) LO +Z@)YVP 
9 ’ 


unter Y(x), Z(x) ganze Funktionen von x verstanden, welche 
ganzzahlige Coefficienten haben. 

Setzt man demnach 2 = 1, so werden diese Funktionen 
ganzzahlige Werthe annehmen: 


rt)=y, ZÜ)=?, 
und diese werden wegen (44) und mit Rücksicht auf (43) die 


Bedingung erfüllen 
y” — P?=4Pr, 


It y=1.d.h. P eine Primzahl, so muss y durch P theilbar 
sein, man kann demnach in allen Fällen 


in 
(46) y+zYP=(w+z2YVP):P? 
setzen, wo nun die ganzen Zahlen %,, 2, die Gleichung 
Ye Dos bye 


erfüllen. Nun müssen %,, 2, entweder zugleich gerade oder 
zugleich ungerade sein, und es ist leicht einzusehen, dass das 
erstere stets dann geschieht, wenn P==1 (mod. 8) ist. Sind 
erstens %,, 2, gerade, so setze man 


(47) (& + zu —r+vYP; 


offenbar sind 7, v dann ganze Zahlen; da aber aus dieser 


Gleichung 
e ?— Pr — (— 1yt4n —1 


hervorgeht, so bilden die so bestimmten ganzen Zahlen 
t, v eine Auflösung der Pell’schen Gleichung 


e—- Perl, 
und ohne Mühe folgt zudem aus (47) 


(BrRVEN Ze 2 3yB 
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det. 


wo ea. 


Sind dagegen %Y,, 2, zweitens ungerade, und folglich 
P=5 (mod.8), so setze man 
\ (Yo +% yP) —=y,+2VP 
nämlich 
y=Wt3Uu%P; Zu: u EN 
da 
y +3, FPel+Be0, 3y, + Pe +50 (mod. 8) 


gefunden wird, so sind %,, 2, durch 8 theilbare ganze Zahlen, 
und wenn dann 


| Pd „+2 vP\U+tn = 
(sr 1 (ea ie... 


gesetzt wird, werden wieder r,v eine ganzzahlige Lösung 
der Pell’schen Gleichung darstellen, denn man findet 


RD Kir BEIN. A 


Zudem lässt sich schreiben 


te, PN? : zyP\° TaYgER 
(49) ve der (tzYZ) = (r+vyP’”. 
Wir wollen die ganzzahlige Lösung r,v der Pell- 
schen Gleichung 
”—- PP” =], 


welche auf solche Weise gefunden wird, die Kreis- 
theilungslösung dieser Gleichung nennen. 

7. Gehen wir nun zurück zu dem Ausdrucke der Classen- 
anzahl, welcher dem Falle der Determinante D=-+P=]1 
(mod. 4) entspricht, nämlich zur Formel (24,): 


= RN 
ee 12) el] ee 


log (T + uyP) sin z 





so lässt sich darin zunächst das Produkt durch folgende Be- 
trachtung umformen. Man hat 
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Boni 
B («) II er EN 
A) 00 2ami 
- Hu le u 
und folglich 
2bmi 
| B(i) II ee 
Aa az) 
Tr 28 


wofür nach den einfachsten Sätzen auch 











bri El = . br 
SE 2ısın DD ZEI-20) sın 52 
II ari RAT a Il br: 
BE 2 35ın y ein 7 


gesetzt werden kann. Nun ist P==1 (mod. 4), jedem Werthe 
b entspricht daher ein Werth ’—= P—b; ist daher B die 


Anzahl der Zahlen b, welche < = sind, so ist 2b=B-P., 
und ebenso ist auch Za— A: P, wenn A die Anzahl der 
Zahlen @ bezeichnet, welche sind; der Exponent von e 
wird auf solche Weise 

zi(B— A) 
d. i. ein gerades Vielfaches von wi, denn B— A ist ebenso 


gerade, wie die Summe B+-A= —p(P). Wir finden also 


schliesslich 
IE 
ER P 
(51) en 
Die linke Seite dieser Formel darf aber auch durch 


Bi) moN re na 
A(1) BA) a pYk 





ersetzt werden. Somit geht die Gleichung (50) in die fol- 


gende über: 
2 
HD) 2 (p) 


- 7 108 
log (T+UYP) 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 15 











226 Achter Abschnitt. 


d.i., wenn man von den Logarıthmen zu den Zahlen übergeht, 


Ä 2 
A: ‚yp\(@- (5) 
59 ara yoen (ee. 

Diese Formel nimmt je nach den beiden im Vorigen 
unterschiedenen Fällen, welche uns zur Formel (48) oder (49) 
führten, die besondere Gestalt an: 

2 
„el 


82) (T+UyP)"=-eH+ryVP) 
oder, da im zweiten Falle P=5 (mod. 8) also 2 — (> —= 3 ist, 


na 
(52%) (T+UyP’”" = (e+vyYP) 
an. Nach der Theorie der Pell’schen Gleichung kann die Kreis- 


theilungsauflösung derselben durch ihre Fundamentalauflösung 
T, U ausgedrückt werden, indem in der Formel 


TttvVP=(T+UYP) 
für den Exponenten & eine passende ganze Zahl gesetzt wird. 
Demnach findet sich dann aus (52,) und (52,) schliesslich 


Be (2 = (2) 2 —y)o resp. HD)=(2—y)o. 


Dies sind die Formeln für die Classenanzahl, 
welche wir herleiten wollten. Man sieht aus ihnen, wie 
sie im letzten Grunde lediglich durch die Kreistheilungsauf- 
lösung der Pell’schen Gleichung bestimmt sind. Der merk- 
würdige Zusammenhang, der sich zwischen so ganz verschie- 
denen Fragen der Zahlentheorie hier ausprägt, blieb einstweilen 
noch gänzlich unaufgeklärt, da auch hier eine rein arıithmetische 
Bestimmung der Classenanzahl noch Niemand gelungen ist. 

Wir haben schliesslich hier noch eine Bemerkung 
anzufügen ähnlich derjenigen, welche bei negativen 
Determinanten zu verzeichnen war, eine Bemerkung 
nämlich in Betreff des Vorzeichens der ganzen Zahlen, 
welche y, 2 genannt worden sind. 


Aus (50) und (51) folgt nämlich 
H(D) log (T+ UyP)— (? — (2)) A 
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wo die linke Seite ihrer Bedeutung nach positiv ist; dem- 


nach ist 
| BA) 
at 
deh. 
y+zYP 
——>|1. 
y—-2syP =“ 


Da aber einer oben gemachten Bemerkung gemäss 


aa-]]e-.")e-. ?) 
7) & le ne) 


ea | | ® —e 
Se 

gesetzt werden können, so sind A(1), B(1), weil aus paar- 

weis conjugirt imaginären Faktoren bestehend, wesentlich 














2 


‘positiv. Hieraus folgt 


EV e0, 4 LEVP>6 
also auch „>0; die obige Ungleichheit aber liefert 


yt+zYP>y-—zyP 


und folglich auch 2>0. Die Zahlen y, 2 sind also we- 
sentlich positiv. Auch dieser Satz ıst bisher noch auf 
keinem andern Wege bestätigt worden. 

8. Die so verschiedenen Formen, welche die Ausdrücke 
für die Ulassenanzahl im Fall einer positiven und einer nega- 
tiven Determinante darbieten, reizt von selbst zu der Frage 


nach dem Verhältnisse, in welchem sie zu einander stehen, 


und inwieweit sie einander angenähert werden können. Wir 
wollen dieser Frage in dem Falle D= + P=1 (mod. 4) 
näher treten. 

It D=-+P, so fanden wir, dass die Ulassenanzahl 
durch die Funktion 
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bestimmt wird; auf diese lässt sie sich aber auch im Falle 


D= — P leicht zurückführen. Setzt man 
(54) E (x) — log FR 


und untersucht das Integral 


fare) 


so findet sich ohne Mühe dafür der Werth 


2 (len 7), 
die Summation auf alle A < P, welche prim zu P sind, aus- 


gedehnt. Ist zuerst P=4u--1, so verschwindet nach (20°) 
die a h und es ergiebt sich 





also nach (50) 


(3) 


AR en 
6. BAD nn f dF(e). 
Ist aber P=4u -+ 3, so verschwindet nach (20,) die Summe 


Sl) ein, 
Ser@-7 36)" 


folglich ist 


d. ı. nach (26,) 
2 1 
(56) eape we, Par, 


Da nun im erstern Falle für das früher eingeführte Zeichen # 
die Gleichung 


log (T+UYP)=®.yP, 


im zweiten Falle die Gleichung 
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——®9:YP 


gilt, lassen sich die Formeln (55) und (56) in die ein- 
zıge, allgemein giltige zusammenfassen: 


=(®) 
%.yP 


durch welche die Classenanzahl auf die der Kreis- 
theilung entstammende Funktion F(x) zurückgeführt 
wird. 

Noch eine andere hierher gehörende Beziehung soll ab- 
geleitet werden. Ist P=4u -+ 3, so ergeben sich nach den 
Gaussischen Summenformeln die beiden Gleichungen 


Er IC), 0-32) me, 


wo die Summation auf alle Zahlen A < P erstreckt werden 


darf, während m auch irgend eine dieser Zahlen bedeutet. 


Multiplieirt man die erste dieser Gleichungen mit cotg u 


und subtrahirt dann die zweite, so kommt 





(57) H+D=- Jar), 


MT 
sin (Ah — 


1) 
(2) VP co cotg p a ee BELL.: ze ? 


’Pi 





wofür nach bekannter Formel auch 
2 (5) 5 + cos us + co an +... 4+cos(h — | 
h 


gesetzt werden kann. Wird nun beiderseits über alle Werthe 
von »n summirt, so ist für jeden der Werthe s—=1,2,3,..." —1 
die Summe zu bilden 


AST 


2 4 
en Ci + 4 eos.(P._— 1) >, 


welche gleich 
sin(2?P—1) S 


2 sin ar 
1% 








ist, und man findet 
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I) sr. I Wera) 


d. 1. wegen > ea —=0 gleich 
h 
22 (p)h. 


Die Formel (26,) liefert hiernach noch folgenden 
neuen Ausdruck für die Classenanzahl 





2 
(58) Hp io) Dr 
Nun ist aber S 


(2) 
RP NT 
BT Dr 

I 6 
wo man m alle Zahlen < P annehmen lassen darf, und da 


für P=4u +3 
2(P—m) ri 2mrei 


P—ı | er 

| 7)=-bG): e wiss Co 
ist, während m und P— m zugleich alle Werthe < P durch- 
laufen, lässt sich schreiben 





23mm 


AT 26) 2a & 
u {r mm 


® — 1 
x 2% COS casa 











also für <=]1 


dF' (x) % m MT 
(ES) IF) oig 
Hierdurch nimmt die Gleichung (58) die Gestalt an: 
2 
2-9) 
Er 
Vergleicht man hiermit die Formel (55), der man nach 
den Ausführungen der vorigen Nr. auch diese Gestalt geben kann: 


60) a (2) 
el va, 





(89) Bemwj. FasE 





s F(@),=i ’ 
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so erkennt man den. interessanten Umstand, dass, 
während die Classenanzahl für eine positive Deter- 
minante durch den Werth bestimmt wird, welchen 
die der Kreistheilung entstammende Funktion F (x) 
für <=1 annimmt, sie für eine negative Determi- 
nante durch den Werth bestimmt ist, welchen die Ab- 
leitung dieser Funktion für <=1 annımmt. 

Diese Bemerkung, sowie die Formel (58), aus welcher 
sie gewonnen wurde, entnehme ich einer Dissertation von 
Schemmel, welche unter dem Titel: de multitudine formarum 
secundi gradus Disquisitiones im Jahre 1863 zu Breslau er- 
schienen ist. | 

Noch zwei weitere Formeln mögen hier Platz finden, welche 
an die Funktion F'(x) sich anknüpfen. Bedeutet 2 eine com- 
plexe Veränderliche, so wird die Funktion 








2b tiN 
2 —6 , 
er Bati 
N6 zZ 
2brüi 


Null nur für die Punkte z=e ” und unendlich nur für die 
2arti 

Punkte 2—=e " , welche auf einem Kreise liegen, der den 

Nullpunkt der z-Ebene in der Entfernung 1 umgiebt. Nach 

bekannter, aus dem Fundamentalsatze von Uauchy folgender 

Formel findet sich daher 


2bri 2ari 
fear 20 
| sarl) —_ ee — Ne 
0 [47 


d. h. nach dem Werthe der Gaussischen Summen: das In- 
tegral 
ac)! 
1 Bee | ku =, 
(61) an frdF@) ist —i SR, 
wenn es über einen Kreis erstreckt wird, welcher dem 
genannten concentrisch ist und dessen Radıus, die 


Einheit beliebig wenig übertrifft. 
Betrachtet man dagegen die Funktion 
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2brti 
e?ri_e ıB a 

Bari]? 
ei ae 73 


so verschwindet diese für alle Werthe 2 = - + m und wird 


unendlich für alle Werthe z= 5 + m, wo m jede ganze 


Zahl bedeutet; sie verschwindet also innerhalb des genannten 
Kreises mit dem Radius 1 nur für die Punkte 





ee a ee 
2 en 1: 
und wird unendlich nur für die Punkte 
sa nd! Ve ee 
57 eat P=) 
wird aber P=3 (mod. 4) vorausgesetzt, so lassen sich die 
. —aqa —b 
negativen von diesen Werthen auch resp. 2= — und 2= > 


nennen. Nach der zuvor erwähnten Formel findet sich dem- 
nach die Gleichung 


1 P ; 2b—2 
er) sdarlee 0 u 
20 





P 
d. i. wegen (26,) die folgende Formel: 


(62) ; ee £ gzri 

ht ), 
wenn die Integration auf den Kreis ausgedehnt wird, 
welcher den Nullpunkt in der Entfernung 1 umgiebt. 


Neunter Abschnitt. 


Die Geschlechter quadratischer Formen. 


1. Wir werden in diesem Abschnitte die Eintheilung 
aller quadratischen Formen derselben Determinate sowie ihrer 
Ulassen in sogenannte Geschlechter (genera), wie sie Gauss 
gelehrt hat, auseinandersetzen, werden die Anzahl dieser Ge- 
schlechter mittels der Dirichlet’schen Methode bestimmen und 
sodann-andere Untersuchungen daran anknüpfen, welche in un- 
mittelbarem Zusammenhange damit stehen. 

Die Grundlage für die Eintheilung der Formen ın Ge- 
schlechter ist folgende Erwägung. Sei (a, b, c) eine quadra- 
tische Form mit der Determinante D, welche wir stets als ver- 
schieden von einer positiven Quadratzahl voraussetzen, und sei 


f= ax” + bay + cy’ 
jede durch diese Form darstellbare, zu 2 D prime Zahl. Sind 


dann f’, f” irgend zwei solche Zahlen, sodass die Gleichungen 
stattfinden 


f=ae?+2ba’y' +cy”, f'=aa+2be"y” Hey”, 
so ergiebt sich auf Grund der fundamentalen Gleichheit 
(aa? + 2ba’y’ + cy”) (aa””+2be”y” -+ey"”) 

= (au'«” + b(a'y” +a”y')+ey'y")’— D(a'y" —a”y') 
und wenn zur Abkürzung 
zw=ana" +blay" Ha’y)Hery”, y-ay —ar 
gesetzt wird, sofort die Gleichung 

(1) Kine .Dyi; 


[4 
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aus ıhr aber geht ein in gewisser Hinsicht übereinstimmendes 
Verhalten aller zu 2D primen und durch (a, b, c) darstell- 
baren Zahlen f hervor. 

Denn, ist g eine ungerade in D aufgehende Prim- 
zahl, so geht aus (1) ohne weiteres 


Erw 
ee 
hervor, d. h. für sämmtliche Zahlen f hat‘ das a 
2) gleichen Werth. 
Ist D=3 (mod. 4) so folgt zudem aus (1) die Con- 


Sruenz 
ff’ = + y’ (mod. 4) 
und, da eine der beiden Zahlen x, y gerade, die andere un- 
gerade sein muss, folgt 
ff =1 (mod.4) 
d.h. für alle Zahlen f der bezeichneten Art hat das 
br 

Symbol (—-1) ” gleichen Werth. 

Ist dagegen D=2 (mod.8), so folgt aus a die 
Uongruenz 

ff’ =a — 2y° (mod.8), 

was erfordert, dass x ungerade, also, jenachdem y gerade oder 
ungerade ist, | 
f=-+f" (mod.8) 

fr—1 Rr—1 


(ee 
ist. Also hat in diesem Falle für alle jene Zahlen f 
za 


das Zeichen (—1) ° gleichen Werth. 
Ist ferner D=6 (mod. 8), so wird 


ff =#+ 2y’ (mod.8) 
also x wieder ungerade und f’f” =1 oder f’f"=3 (mod. 8), 
jenachdem y gerade oder ungerade ist. Hieraus folgt leicht, 
dass in diesem Falle für alle Zahlen f das Symbol 


-1,P-1 


(— Das ° gleichen Werth hat. 


und folglich 
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Im Falle D=4 (mod. 8) folgt aus der Congruenz 
ff’ =x — 4y? (mod. 8), 
dass & ungerade und ff” =1 (mod. 4) sein muss; also hat 
Fa 
in diesem Falle das Zeichen (— 1) ° für alle Zahlen f 
der bezeichneten Art gleichen Werth. 
Ist endlich D=0 (mod. 8), so findet sich aus (1) die 
Congruenz 
ff’ =1 (mod. 8), 
welche mit 
f =f" (mod. 8) 
gleichbedeutend ist. In diesem Falle haben also entweder alle 
Zahlen f die Form 8% + 1, oder alle die Form 8% +35, oder 
alle die Form 8% +5 oder endlich alle die Form Sk 4-7. 


Einfacher kann man sagen: in diesem Falle haben die 
f—1 P—1 


zwei Symbole (—1) * und.(—1) ° für alle jene Zah- 
len f je ein und denselben Werth. 

Der Werth + 1, welcher für die quadratische Form f 
—= (a, b, c) mit der Determinante D jedem der, in diesen Fällen 
in Betracht kommenden, Symbole 





(2); (— y°, (— NUDE u. 8. W. 


zukommt, soll ein Charakter der Form f genannt werden. 
Die Anzahl solcher verschiedener Einzelcharaktere ist nach 
dem Vorhergehenden, so oft D== 1 (mod. 4), gleich der An- 
zahl der verschiedenen ungeraden Primfaktoren, welche in D 
aufgehen, in dem Falle D == 0 (mod. 8) ist sie um 2, in allen 
übrigen Fällen um 1 grösser als diese Anzahl ©; wird unter 
‚6, jenach diesen Fällen, O0, 2 oder 1 verstanden, so ist 
jene Anzahl jederzeit gleich ® +0. Die Gesammtheit 
aller, einer Form zukommenden Einzelcharaktere 
heisst der Gesammtcharakter der Form. Da nun jeder 
der © + o Einzelcharaktere entweder den Werth + 1 oder 
den Werth. — 1 haben muss, so ist die Anzahl der hier denk- 
baren Fälle d. ı. die Anzahl aller überhaupt angebbaren 
Gesammtcharaktere gleich 25+0, 
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Alle Formen derselben Determinante nun, denen 
ein bestimmter dieser Gesammtcharaktere zukommt, 
werden Formen eines einzigen Geschlechtes genannt, 
und nach diesem Gesichtspunkte vertheilen sich sämmtliche 
Formen derselben Determinante in eine Anzahl von Ge- 
schlechtern, welche sicher nicht grösser, wohl aber kleiner als 
2©+0 sein kann, nämlich, falls — und wir werden bald sehen, 
dass dieser Fall ın der That statt hat — nicht jedem der 
angebbaren Charaktere wirklich quadratische Formen der 
gegebenen Determinante entsprechen. 

Da durch zwei äquivalente Formen stets die nämlichen 
Zahlen dargestellt werden können, so leuchtet sogleich ein, 
dass allen Formen derselben Classe auch derselbe Gesammt- 
charakter entspricht und dass sie mithin auch Formen des- 
selben Geschlechtes sein werden. Die Eintheilung der 
Formen in Geschlechter überträgt sich sonach auch auf die 
Classen, indem man zwei Olassen zu demselben oder zu ver- 
schiedenen Geschlechtern zu zählen hat, jenachdem ihren 
Formen derselbe oder ein verschiedener Gesammtcharakter 
entspricht. 

Wählt man, wie es stets geschehen kann, die repräsen- 
tirenden Formen (a, b, c) jeder Ulasse so, dass ihr erster 
Öoefficient prim ist zu 2D, so kann dieser Gesammtcharakter 
aus dem Verhalten der Zahl a, weil diese ja durch die Form 
darstellbar ist, sofort ermittelt werden, und es ergiebt sich 
DE (— 1) (2 De 

2. Um für jede gegebene Determinante die in Frage 
kommenden Einzelcharaktere leicht angeben zu können, hat 
Dirichlet eine Tabelle aufgestellt, welche wir hier zunächst 
reproduciren wollen. Wir führen dazu wieder die Bezeich- 
nungen ein, welche wir schon in Nr. 1’des 3. Abschnittes und 
später benutzt haben, indem wir 


D=+2°.P.8? 
setzen und unter p, p’, p”,... die verschiedenen in P, unter 
r, r',... die verschiedenen in $ aber nicht in P aufgehenden 


ungeraden Primzahlen verstehen. Dann unterscheiden wir nach 
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Dirichlet folgende möglichen Fälle, denen die zugehörigen 
Einzelcharaktere jedesmal nebengestellt sind. 

| ik | 
© ITD=+P.8&, +P=1 (mod.4, 6-1, :=1. 


y85=1m01.2) (2), C).1 0), &).- 


) j-1 
2) 82 (mod.4) (£), FD, He 


Tr 





3) 8=0 (mod.4) (F), ()-1 0 Eon’, I 
er r:5%, +R=3(mod4), d=— 1, sl. 


Be 
1)S=1(mod.2) (—1) °, 4), (#),... 


| 
ee 
2)S=2(mod.4) (—1) ?, (4), (+)... ( 


r— 


ve 1 
3) S=0 (mod.4) (—1) ° , £), (10°, 


Dep 1»p.59% I P=1 (mod), d=1, s=—1. 





Ri 

1)8=1(mod.2) (—1) ° (2) =)... en 
p—1 j—1 

2)S=0 (mod.2) (—1) ° , (2); (#),..- MED 

IV. D=+2P.5?, + P=3 (mod.4), d=—1, ——1. 

= m.) 0) °,0), Nr, 





2 


f—1 Pr—1 
2)8=0 (mod.2) (—1) ?, (1) 


HH 

Der Grund, warum in dieser Tabelle jedesmal die Einzel- 
charaktere in zwei, durch den Vertikalstrich bezeichnete 
Gruppen eingetheilt worden sind, wird sogleich aus folgender 
Erwägung hervorgehen. Ist nämlich m eine positive zu 2.D 
prime Zahl, welche durch Formen der Determinante D eigent- 
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lich darstellbar ıst, so muss bekanntlich D quadratischer Rest 
von m und demnach (2) = +1 sein, was nach Formel (5) 


des 3. Abschnitts mit der anderen Gleichheit - 


(2) aa +1 


oleichbedeutend ist; ist also feine derjenigen Formen, durch 
welche m so darstellbar ist, so wird das Produkt zur Linken 
genau gleich dem Produkte der Werthe aller Einzelcharaktere, 
welche in der obigen Tabelle jedesmal zur ersten der unter- 
schiedenen Gruppen gezählt worden sind. Während demnach 
die Einzelcharaktere in jeder der zweiten Gruppen unbe- 
schränkt jede Combination der Werthe + 1 bieten dürfen, sind 
diejenigen der ersten Gruppen durch die Bedingung be- 
schränkt, dass ihr Produkt gleich 1 sein muss. Somit wird 
die Anzahl der zulässigen Combinationen der Werthe der 
Einzelcharaktere offenbar auf die Hälfte der von vornherein 
angebbaren beschränkt, und es wird aus der für die Dar- 
stellbarkeit erforderlichen Bedingung (2) ersichtlich, dass die 
-Anzahl der wirklich vorhandenen Geschlechter, in 
welche die Formen der na D sich ver- 


theilen, höchstens gleich — . 254° d. i. 2#+0-1 jst*). 


Im Folgenden soll der ae geführt werden, dass sie 
dieser Zahl in der 'That gleich ist. 


Vorläufig an wir, dass, wenn A das Produkt der 
Primfaktoren r, teten nn Nr. 2 des 3. Abschnittes 





sämmtliche zu 3D prime Zahlen m in e p(SPR) arithme- 
tische Progressionen von der Form SPRz-+ a, wo = )- +1 


*) Auf diesen Umstand hat Gauss in den Disquis. Aritım. seinen 
„weiten Beweis des Reciprocitätsgesetzes gegründet; bei dem Wege, 
den wir eingeschlagen haben, würde es ersichtlich nur ein circulus 
vitiosus sein, dasselbe daraus ableiten zu wollen, da unsere Herleitung 
des letzten Resultates die Betrachtungen in Nr. 1 des dritten Abschnittes 
und folglich das Reciprocitätsgesetz wesentlich zur ‚ oraussetzung 
haben. 
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ist, und in ebensoviel arithmetische Progressionen von der 
Form SPRz-Hb, wo [e — — 1 ist, vertheilt werden können. 


Allen Zahlen »m einer solchen Progression entsprechen nun 
dieselben Werthe der einzelnen bezüglich der Determinante D 
in Frage kommenden Charaktere, also ein bestimmter der an- 
gebbaren Gesammtcharaktere. Man überzeugt sich zudem 
leicht, dass immer gleich vielen der Progressionen derselbe 
Gesammtcharakter zugehört. Denn die Zahlen a, b entsprechen 
allen Combinationen der Reste 1, 3, 5, 7 (mod. 8) mit allen 
Combinationen der Reste 1,2,3,---p—1 (mod. p), mit allen 
Combinationen der Reste 1,2,3,--:r—1 (mod.r) u. s. w. 
Einer Bestimmung aber, nach welcher einer der Ausdrücke 


m—1 m? —1 m—1l1, m?—1 
TE 1) 8 1 ERDE 
Ko ) ’ hi ) ’ kiss ) 
einen vorgeschriebenen Werth haben soll, genügen nur je zwei 
der vier Reste 1,5,5,7, der Bestimmung, dass jeder der 
beiden Ausdrücke 
m—1 m?—1 


(— De nd REN 


vorgeschriebenen Werth haben soll, sogar nur einer von ıhnen; 











». E m 
ferner genügen der Bestimmung (2) —= 1 0oder=— 1 nur 
p 


"a der Reste (mod.») u.s.w. Wird also der Gesammt- 


charakter für eine zu 2D d.i. zu 8PR prime Zahl m vorge- 
schrieben, so giebt es je nach den verschiedenen Fällen, welche 
D darbieten kann, je 


+ IE) II) für = 
2-1 IE): I I) für «= ı) 
II) II) (für 6 — 2) 


geeignete Restecombinationen (mod. 8PR). Ebensovielen Pro- 
gressionen wird demnach auch jedesmal derselbe Gesamnıt- 
charakter entsprechen. | 








oder 





oder 
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Nun erfüllen aber nur die Zahlen m der Progressionen 
SPRz+ a die Bedingung () — + 1, welehe zur Darstell- 


barkeit der Zahl m durch Formen der Determinante D noth- 
wendig ist; nur diesen Zahlen m entspricht demnach ein 
zulässiger d. i. mit der Bedingung (2) verträglicher Ge- 
sammtcharakter, ein solcher, für welchen es möglicherweise 
ein Geschlecht von Formen der Determinante D giebt. Diese 


9 (SPR) Progressionen vertheilen sich also gleichmässig auf 
die zulässigen Gesammtcharaktere. Wäre umgekehrt die Be- 
dingung [= —=-+.1 auch ausreichend dafür, dass m durch 


eine Form der Determinante D dargestellt werden kann, so 
würde für jeden dieser zulässigen Gesammtcharaktere auch 
wirklich eine Form angebbar sein, welcher er zukommt, und 
demnach ihre Anzahl gleich der der Geschlechter oder jedes 
der möglichen Geschlechter auch wirklich vorhanden 
sein. Die bezeichnete Umkehrung ist aber im allgemeinen 
nicht zutreffend, denn die ausreichende Bedingung für die 
Darstellbarkeit einer Zahl m durch Formen der Determinante 
D ist die Bedingung, dass D quadratischer Rest sei (mod. m), 


und letztere ist mit der obigen Bedingung es —= 1] nur in 
dem Falle identisch, wenn m eine Primzahl ist. Wollen wir 
uns nun auf den Satz von der arithmetischen Pro- 
gression stützen, so dürfen wir weiter schliessen, dass, weil 
in jeder der Progressionen 8PRz--a auch Primzahlen be- 
findlich sind, jedem der zulässigen Gesammtcharaktere auch 
Primzahlen entsprechen, von welchen D quadratischer Rest 
ist, welche demnach durch Formen der Determinante D dar- 
stellbar sind, und damit würde dann der Nachweis ge- 
liefert sein, dass die als möglich bezeichneten 2&+0-—1 
Geschlechter stets auch wirklich vorhanden sind. 


3. Wir wollen uns jedoch zu diesem Nachweise nicht 
auf den Hilfssatz von der arithmetischen Progression stützen, 
ihn vielmehr aus derselben Grundlage herleiten, von der aus 
wir die Bestimmung der (Classenanzahl gefunden. Wir 
schliessen uns dabei der Modification des Dirichlet’schen Ver- 
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fahrens, wie Kronecker sie angegeben hat*), an, da bei ihr 
unseres Erachtens eine deutlichere Einsicht in den eigentlichen 
Sachverhalt gewonnen wird. 

Kehren wir zu der Grundformel (6”) des 5. Abschnittes: 


er > ) Einn) PR Fax? + 2bay- cy)-+::- 
wieder zurück, in welcher wir unter // das Produkt der ver- 
schiedenen Primfaktoren verstehen wollen, aus denen 2D be- 
steht, sodass beiderseits die Summationen auf solche Argu- 
mente der Funktion F' zu beziehen sind, welche prim sind zu 
2D. Wir wollen dann versuchen, die bis dahin noch unbe- 
stimmte Funktion F'(m) so zu wählen, dass diejenigen Summen 
auf der rechten Seite, für welche die darin auftretende qua- 
dratische Form einen gegebenen Gesammtcharakter hat, gleichen 
Werth, alle übrigen den Werth Null erhalten. 
Sind der Tabelle T gemäss | 


.@) PN, PN IN, v"Ns,--- 
die sämmtlichen Einzelcharaktere, welche für Formen der 
‚Determinante D in Betracht kommen, und » irgend eine zu 
2D prime Zahl, so wollen wir jedes Glied des entwickelten 
Produktes 
lit) ltr w)..itr)..: 
deren es 20+° giebt, mit k (n) bezeichnen. Der Bedeutung‘ der 
Zeichen p’(n),...%'(n),... gemäss wird offenbar 

n—ı1 n®—1 
(6) kKn)=9"n (5) 
sein, wo 0, n positive oder negative Einheiten, @ aber ein 
Theiler von PR ist. Unter diesen Grössen k(n) giebt es zwei 
ausgezeichnete, nämlich 
erstens, entsprechend den Werthen$=1, „=1, Q=1 
(6a) "AED 
-und zweitens, entsprechend den Werthen 0 =d, n=s, 


=P 





(ben Rn) = ARE () — (3) 


*) S. Monatsber. d. Berl. Acad. v. J. 1864 p. 295. 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 16 





242 Neunter Abschnitt. 


Der Natur der Symbole @’(n),.... d’ (n),... gemäss 
hat man für jedes derselben die Beziehung 
(7) 7,9’ (nn) =." (Rn): 9° In use 
und folglich auch für jede der Funktionen k(n) die Beziehung 
(8) k(nn‘) = k(n)-k(n‘), 
wenn n, n’ zwei beliebige zu 2D prime Zahlen bedeuten. 
Dies vorausgeschickt, nehmen wir nun einen bestimmten 
der zulässigen Gesammtcharaktere als gegeben an, d.h. wir 


bestimmen, den Einzelcharakteren entsprechend, gewisse posi- 
tive oder negative Einheiten 


(9) a Bar, ; 
der Art, dass 
(10) O0 leer 


ist. Alsdann setzen wir 


A) FN=- MIN)... A+EVN):-: 
und wählen nun die Funktion F(m) für jede zu 2D prime 
positive Zahl m gleich dem Ausdrucke 


a (m) 
(12) F(im)=e nt 


sodass die Grundformel (3) die folgende besondere Gestalt 
annımmt: 


‚(D\ ö(lnn’) __ / Sf) Die: 
de) ve >, en ey ! 


wo rechts im Zeichen ®(f) unter f der Werth der quadra- 
tischen Form im Nenner zu verstehen ist. Da aber der erste 
Üovefficient a gegen 2 D prim vorausgesetzt werden darf, so 
stimmen die Werthe der Symbole 


Gef) 
in der ersten Summe durchaus mit den Werthen von 
(14) p (a), P (a),:... %’(a),... 
resp. und demnach auch ®(f) mit ©(a) überein, sodass bei der 
ersten Summation der Faktor ® (f) = © (a) als gemeinsamer 
Faktor aller Glieder heraustritt und die erste Summe durch 


et { 1 
Fe 2 aha hey 
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ersetzt werden kann. Ist nun die Form (a,b,c) eine solche, 
welcher der von uns gewählte Gesammtcharakter (9) zu- 
kommt, so stimmen die Werthe (14) durchweg mit den Ein- 
_ heiten (9) resp. überein, jeder Faktor von © (a) wird demnach 
gleich 2 und 

© (a) = 2üte. 

Ist dagegen die Form (a, b, c) eine solche, deren Gesammt- 
charakter von dem gegebenen verschieden ist, so muss min- 
destens einer der Werthe (14) der Aieenchenden Kinheit (9) 
entgegengesetzt sein, und demnach ıst dann 


Det. 


Auf der rechten Seite der Gleichung (13) verbleiben auf 
solche Weise nur diejenigen Summen, welche auf Formen vom 
gegebenen Gesammtcharakter sich beziehen; wir nennen ihre 
Anzahl FT, wo F Null zu setzen sein würde, falls es solche 
Formen überhaupt nicht gäbe. Geht man daher in der 
‚Gleichung (13) zur Grenze e—=(0 über und erinnert sich, dass 
nach (15”) des 6! Abschnittes der Grenzwerth jeder der 
Reihen 


‚ 1 
> (ax? +2bxey+ eynıre 
ein und derselbe, nämlich 


To (241) 
2 24 





ist, so wird der Grenzwerth der ganzen rechten Seite 


gleich 
n nn KICHE 
(15) ERRE  r 


4. Was nun die linke 2 betrifft, so zerfällt die 
Summe auf derselben in soviel Bestandtheile, als das ent- 
wickelte Produkt 


ann‘) = (1 +0’p’ (nn’)) ... (1 + 8’ (nn)... 
verschiedene Glieder enthält. Unter diesen Gliedern befindet 
sich erstens das Glied %k, (nn’) = 1; ihm entspricht der Be- 


standtheil 
6% > I Ale: (nn Erin 
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der linken Seite, welcher nach den Formeln (6””) des 5. und 
(15”) des 6. Abschnittes den Grenzwerth 


ty (24) 
220 HD) 


hat; zweitens, mit Rücksicht auf (10), das Glied 
‚ D 
1 (nn) = (a); 
ihm entspricht die Summe 


# ID ) Th 
ON rleer:. 


als Bestandtheil der linken Seite, welcher dem vorigen gleich 
ist, also auch den gleichen Grenzwerth hat; 

drittens wird jedes andere Glied der Entwicklung von 
o(nn’) einer der übrigen 2+0 — 2 Grössen k(nn’), positiv 
oder negativ genommen, gleich d. h. gleich + k(n) k(w) 


sein, wo 
n—1i1 n®—1 


3 Beeren: 0,‘ 

k)=0°’n°' (5) 
ıst; ausgeschlossen sind die beiden Fälle 
(16) p=1, nel, VE 
— dies gäbe nämlich das bereits behandelte erste Glied der 
Entwicklung — und h 
(17) ee 
denn das gäbe das bereits behandelte zweite Glied der Ent- 
wicklung. Hiernach lässt sich der entsprechende Bestandtheil 
der linken Seite folgendermassen ‚schreiben : 


(18) er es: 


wo nun statt 





n—i m—1 a—1 m—ı 
Mm)? e* ($).a'n® (@) 


einfacher auch 


n—1 n?’—1 


(19) ka m" (S) 


- 
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gesetzt werden kann, unter @,,9, wieder Einheiten, unter @, 
der Quotient von PQ durch die grösste darin aufgehende 
Quadratzahl und demnach auch wieder ein Theiler von PR 
verstanden; ausgeschlossen sind auch hier die beiden Fälle 


(20) ,—=l, Mk, Q =1, 
denn dieser ist identisch mit dem Falle (17), und 
(21) a 


denn dieser kommt mit dem Falle (16) überein. 
Betrachtet man demnach zunächst die, für jedes positive 
o offenbar unbedingt convergente Reihe 


n—1 n?’—1 
(22) Darm) —= D"0 Dh 5) 
ausgedehnt über alle zu 2D d.i. zu SPR primen positiven 
Zahlen n, so kann der Umfang dieser Summation, wenn PR 
— Q)R, gesetzt wird, auch dahin ausgesprochen werden, dass 
sie über alle zu SQR, primen positiven Zahlen » auszudehnen 
sel. Nach Nr. 1 des 3. Abschnittes findet sich, da der Fall 
(16) ausgeschlossen ist, die über alle genannten Zahlen n der 
Reihe 1, 2, 3,...8Q@R, erstreckte Summe 
n—1 "?—1 
De ? N : (5) au 
und in Folge davon und mit Rücksicht auf die Betrachtungen 
in Nr. 6 ebendaselbst ist der Grenzwerth, gegen welchen die 
Reihe (22) bei unendlich abnehmendem o convergirt, ein end- 
licher, nämlich’ | 





oa, n—1l ®—1 
EIER 
2 N (2) 2a 
Gleiches gilt von der für jedes positive og unbedingt con- 
vergenten Reihe 


n"—1 n?—1 
F i ‚ 1 ; 2 u Rn ie 
en I 
welche statt über alle zu2Dd.i. zu8PR primen Zahlen »’ 
auch, wenn PrR=Q,R, gesetzt wird, über alle zu SQ,R, 


primen Zählen erstreckt werden darf. Da der Fall (17) und 
mit ihm auch der Fall (20) ausgeschlossen ist, wird | 
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1. BB 4. 

2e, F yn ; ()- 0, 
wenn über alle genannten Zahlen »n’” der Reihe 1, 2, 5, 
80Q,R, summirt wird, und daraus folgt dann wieder, dass auch 
die Summe (23) bei unendlich abnehmendem o einen endlichen 
Grenzwerth, nämlich den Werth 


N — N — 
W 1 
3 8, N = ( 2) 72 
hat. Da aber der Ausdruck (18) nach Nr. 3 des 1. Ab- 
schnittes gleich dem Produkte 


| ‚ 1 r. Bat) 
To: 152 k(n) SET RS: k, (Mr 


ist, so convergirt dieser Ausdruck mit unendlich ab- 
nehmendem o gegen die Grenze Null. 

Aus alle diesem geht schliesslich hervor, dass 
der Grenzwerth für die linke Seite der Gleichung (13) 
der folgende ist: 








Durch ERBEN. mit (15) gewinnen wir nun 
sogleich die Formel 
(24) H(D) = FT: 2640-1, 


Sie lehrt uns, dass T nicht Null sein kann, dass mithin zu 
jedem der zulässigen Gesammtcharaktere Formen vorhanden 
sind, welchen er eigen ist d. h..dass die oben als möglich 
bezeichneten Geschlechter sämmtlich auch wirklich 
vorhanden sind. Die Formel (24) zeigt ferner, dass die 
Anzahl der (lassen, welche einen bestimmten Gesammt- 
charakter besitzen, d. i. die Anzahl Ölassen in jedem Ge- 
schlechte immer dieselbe, nämlich 





__HD) 
(25) een 
ist. Die Anzahl @(D) der’ Geschlechter selbst ist 
(26) | G(D) = 2540-1, 


5. So haben wir auf zwiefache Weise einen der schönsten 
Nätze von quadratischen Formen, welche Gauss in den Disquis. 
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Arithm. auf rein arıthmetischem Wege mit Hilfe der Lehre 
von der Zusammensetzung der Formen und ihrer Classen ge- 
wonnen hat, mittels analytischer Methoden hergeleitet. 
Wir wollen nun dazu übergehen, seinen Zusammenhang mit 
anderen Sätzen dieser Compositionslehre aufzuweisen und den 
Hauptsatz derselben, welchen Gauss nur mittels Betrachtungen 
einer neuen Art, die nämlich der Lehre von den ternären 
quadratischen Formen angehören, zu beweisen vermocht hat, 
aus der gleichen Grundlage entwickeln, welche all’ unsern 
Untersuchungen über quadratische Formen zur Stütze gedient 
hat. Dies zuerst gethan zu haben, ist das Verdienst von 
Kronecker*). 

Wir müssen damit beginnen, einige elementare Punkte 
der Lehre von der Zusammensetzung der Formen hier in Er- 
innerung zu bringen. 

Bedeutet € sowohl wie 0’ irgend eine Classe von eigent- 
lich primitiven Formen der Determinante D, so können als 
ihre Repräsentanten stets auf unendlich viele Weisen Formen 
der folgenden Art**) gewählt werden: 


raseDpı a0), (a’, B, a0), 
wo a und a’ wieder prim gegen 2D) und auch unter einander 
vorausgesetzt werden dürfen; dann findet die Gleichung statt: 
(F) (aa? + 2Bxy + a’Oy?) (a’x”” + 2Ba’y’ + aCy””) 
—=aaX?’+2BXY-+CTY, 
‘wo zur Abkürzung gesetzt ist 
(Fa) X=ax’ —Cyy, Y=(ax+By)y’+ (ax + By')y. 
Die Classe ©”, zu welcher diese dritte zusammengesetzte 
Form gehört, ist ebenfalls eigentlich primitiv, und, unabhängig 


‚von der besonderen Wahl der beiden bezeichneten Repräsen- 





#) S. Kronecker’s Abh. im Monatsber. d. Berl. Acad. v. J. 1864 
p-. 297. 

*+) S. zu dem Folgenden „El. d. Z.“ von:S. 240 bis 251; die dort 
der Einfachheit wegen eingeführte Annahme, dass a, a’ relativ prim 
sind, ist zwar nicht erforderlich für die Theorie der Zusammen- 
setzung; da wir aber auf dies Buch hier verweisen, wollen wir die An- 
nahme auch festhalten. 
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tanten der Classen Ü und C’, nur durch diese Classen selber 
bestimmt. Man nennt deshalb die Classe 0” aus den 
Classen C und 0’ zusammengesetzt oder das Produkt 
aus ihnen: 

00H 
wobei die Reihenfolge der Faktoren gleichsiltig ist. 

Durch Zusammensetzung einer Classe C mit der Haupt- 
classe 7 bleibt C ungeändert; zwei entgegengesesetzte Classen 
setzen sich zur Hauptelasse zusammen, und umgekehrt sind 
zwei Ulassen, welche sich zur Hauptelasse zusammensetzen, 
einander entgegengesetzt. Diese Sätze lassen erkennen, dass 
alle eigentlich primitiven Classen der Determinante D eine ' 
Gruppe bilden von der Art (eine Abel’sche Gruppe), auf 
welche der allgemeine Kronecker’sche Gruppensatz anwend- 
bar ist. Versteht man nämlich unter dem Exponenten, 
zu welchem eine solche Classe Ü gehört, den niedrig- 
sten Exponenten, für welchen (* der Hauptelasse 
gleich ist, so giebt es gewisse Fundamentalclassen - 


Re, 


welche zu den Exponenten m,, Ms, -.. Mu gehören, 
von der Beschaffenheit, dass alle eigentlich primi- 
tiven Classen derselben Determinante und jede ein- 


mal durch das Produkt 

(27) CEORLAOH 

dargestellt werden, wenn darin allgemein 
h; die Reihe 0, 1, 2,3,...m: — 1 


durchläuft, wobei allgemein 0; der Hauptelasse gleich 
zu achten ist. Von den Exponenten m,, My, »-. My ist 
jeder ein Theiler des vorhergehenden. Man findet 
hiernach die Gleichung ! 
H(D) = m mm; ».. Mo« 

Der Exponent n, zu welchem irgend eine der 
Classen gehört, ist stets ein Theiler von m.. 

Die Classe, welche durch Zusammensetzung einer Olasse Ü 
mit sich selbst entsteht, 

0.C=(0, 
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nennt Gauss die durch Duplikation von C entstehende 
Classe. Ist A eine ambige Classe d. h. sich selbst entgegen- 
gesetzt, so entsteht durch ihre Duplikation die Hauptelasse: 


A-A=H; 


umgekehrt wird jede Classe, welche dieser Gleichung genügt, 
eine ambige Classe sein; denn, nennt man A’ die zu A ent- 
gegengesesetzte Classe, so entsteht aus jener Gleichung durch 
Multiplikation mit A’ die folgende 


AH= HA’ ‚oder A=4' 


d.h. A ist sich selbst entgegengesetzt. Hiernach können 
die ambigen Classen auch als solche definirt werden, 
durch deren Duplikation die Hauptclasse entsteht. 

Aus der Formel (27) erschliesst man leicht, dass die 
Anzahl der ambigen Ülassen gleich 2“ ist, wenn u von 
den Exponenten m,, Ms, ... Mu der Fundmentalclassen 
gerade sind. — 

Da a eine gegen 2D prime Zahl ist, welche durch die 
Formen der Ulasse C, a’ eine solche, ‘welche durch die Formen 
der Classe 0’ (eigentlich) darstellbar ist, so bestimmen die 
Werthe der. Charaktere 


p (a), Pla), ...Iv la), va), ..-, 
welche für die Determinante D in Betracht kommen, das Ge- 


schlecht, zu dem die Classe U gehört, und in gleicher Weise 
die Werthe der Grössen 


9 (a), 9 (a),... 19a), Bla), ... 
das Geschlecht von C’; da allgemein 
(28) p’(aa)=Yy’(a)-p'(a’) u. s. w. 
ist, ergeben sich hieraus ohne weiteres die Werthe der Grössen 
p'(aa’), P”’(aa),... | Ylaa’), (aa), ... 


und somit das Geschlecht der zusammengesetzten 
Classe 0”, durch deren Formen aa’ darstellbar ist, 
aus den Geschlechtern der Classen C und (’, aus 
denen sie entsteht. 
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Besonders ersieht man hieraus, dass jede ÜOlasse, 
welche durch Duplikation einer andern entsteht, zum 
Hauptgeschlechte, d.i. zu demjenigen Geschlechte gehört, 
dessen sämmtliche Einzelcharaktere den Werth + 1 haben 
und welchem deshalb die Hauptform «?— Dy? und die Haupt- 
classe FH angehört; denn nach (28) wird p’ (aa) =1, wenn 
p’(a) und 9’(a’) dieselbe Einheit bezeichnen. 

Ferner findet man auf Grund derselben Formel (28), dass, 
wenn eine der Classen Ü, ©’ zum Hauptgeschlechte gehört, 
das Produkt CC’ zu demselben Geschlechte gehört, wie die 
andere von ihnen, also zum Hauptgeschlecht, wenn auch diese 
dazu gehört. Und hieraus geht sofort der Satz hervor: Die 
Ulassen des Hauptgeschlechtes bilden eine Gruppe von der- 
selben Beschaffenheit wie die Gruppe aller Classen, und dem- 
zufolge kann man durch Anwendung des allgemeinen Gruppen- 
satzes auch das analoge Resultat herbeiführen: Alle Classen 
des Hauptgeschlechtes lassen sich aus gewissen Fun- 
damentalclassen K,, K,,...K,, welche zu den Expo- 
nenten N,, Ng,...”, gehören, mittels der Formel 


(29) KR 
und zwar jede einmal erhalten, wenn darin allgemein 
h;. die Reihe 0, 1, 2,...: —1 


durchläuft. Von den Exponenten n,, Ng,...n, ist 
jeder ein Theiler des vorhergehenden. Die Anzahl 
der Classen des Hauptgeschlechtes ist demnach 


(30) RD) sarrıns 


Der Exponent n, zu welchem eine Ülasse des 
Hauptgeschlechtes gehört, ist stets ein Theiler von _ 
n,.. Die Anzahl der ambigen Ulassen des Hauptge- 
schlechts ist 2”, wenn v von den Exponenten n,, %,,...Ny 
gerade sind. 

6. Bevor wir jetzt unserm eigentlichen Vorhaben näher 
treten, wollen wir eine leihe von Bemerkungen einschalten, 
welche, obwohl nicht dafür erforderlich, sich naturgemäss hier 
anschliessen und von grossem Interesse sind. 
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Zunächst lässt sich der Satz, den wir in Nr. 4 auf ana- 
Iytischem Wege gefunden, dass die Anzahl der Formenclassen 
der Determinante D in jedem Geschlechte dieselbe sei, aus 
der Theorie der Zusammensetzung leicht bestätigen. Wir 
schicken dazu folgenden Satz voraus: 

Der Exponent n, zu welchem eine Classe ( gehört, 
ist stets gerade, wenn Ü nicht eine Ölasse des Haupt- 
geschlechts ist. Denn, da jede durch Duplikation ent- 
stehende Classe zum Hauptgeschlechte gehört, werden die ge- 
raden Potenzen von C zum Hauptgeschlechte, die ungeraden 
Potenzen zu demselben Geschlecht gehören wie C; da dies 
letztere vom Hauptgeschlechte verschieden gedacht wird, U” 
aber der Hauptelasse d. ı. einer Olasse des Hauptgeschlechts 
gleich ist, muss n gerade sein; U*-!d.i. die zu Ü ent- 
 gegengesetzte Classe gehört also zu demselben Ge- 
schlechte wie Ü selbst. 

Sind nun 

FARB RK 3. 
die Classen des Hauptgeschlechtes und C eine davon verschie- 
dene, also irgend einem andern Geschlechte @ angehörige 
Classe, so werden nach Nr. 5 die unter einander verschiedenen 
Classen 
OCHESGRAORSNCK, .%.: 

sämmtlich dem Geschlechte @ angehörig, ausser ihnen aber keine 
Classe dieses Geschlechts mehr vorhanden sein; denn, wäre O’ 
noch eine solche, so müsste C’C*-! eine Classe X des Haupt- 
geschlechts und folglich C’’=(K sein, gegen die Voraus- 
setzung. Jedes vom Hauptgeschlecht verschiedene Ge- 
schlecht enthält somit dieselbe Anzahl von (lassen, 
wie dieses. 

Für die bedeutende Mehrzahl der Determinanten zeigt es 
sich, dass alle Classen des Hauptgeschlechtes nur aus einer 
einzigen Fundamentalclasse X, durch wiederholte Zusammen- 
setzung mit sich selbst erzeugt werden können; für sie alle 
ist demnach 

K(D=n,. 

Diese Determinanten bezeichnen wir nach Gauss als re- 

guläre oder regelmässige Determinanten, zum Unterschiede 
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von den irregulären oder unregelmässigen, bei denen mehr als 
eine Fundamentalclasse vorhanden ist. Für diese letztern heisst 
der Quotient 


(31) - a Te 





welcher für regelmässige Determinanten gleich 1 ist, der 
Exponent der Unregelmässigkeit (exponens irregulari- 
tatis). Wenn dieser Exponent durch eine Primzahl » theil- 
bar ist, so muss einer der Faktoren rechts, und da jeder im 
vorhergehenden also insbesondere in n, enthalten ist, auch », 
durch p theilbar sein; demnach ist alsdann X(D) durch »? 
theilbar. Hieraus folgt, dass die Determinante zu den 
regelmässigen gehört, sobald K(D) keinen quadra- 
tischen Theiler hat. 

Ist n, und folglich alle übrigen Faktoren n,, ns, ... N, 
ungerade, so ist die Anzahl der Ambigen im Hauptgeschlechte 
gleich 1; ist n,, aber auch nur n, gerade, so beträgt diese 
Anzahl 2; in beiden Fällen ist D entweder eine regelmässige 
Determinante oder der Exponent ihrer Unregelmässigkeit ist 
ungerade. Sind mehr als zwei Ambigen im Hauptgeschlechte 
vorhanden, so ist von den Faktoren n,, Ns, ... 2, mindestens 
der erste noch gerade, also ist D eine unregelmässige Deter- 
minante und ihr exponens irregularitatis ist gerade. 

Irgend ein Geschlecht enthält nicht mehr Ambige, als das 
Hauptgeschlecht. Denn die Classen jenes entstehen aus den 
Ulassen des letztern durch Zusammensetzung mit irgend einer 
in jenem Geschlecht enthaltenen Classe. Wählt man aber für 
letztere eine darin enthaltene Ambige A und ist X eine Ülasse 
des Hauptgeschlechtes, so kann KA nur eine Ambige sein, 
wenn K es ist; denn, da das Produkt zweier Ambigen wieder 
eine solche ist, so’ ist auch die zu A inverse Classe A’ eine 
solche, und es müsste auch KA: A’=K eine sein. Enthält 
demnach ein Geschlecht überhaupt eine Ambige, so enthält es 
genau so viel, wie das Hauptgeschlecht. — Nun ist die An- 
zahl der Ambigen gleich der der Geschlechter — wie wir 
später zeigen werden; nehmen wir dies Resultat hier vorweg, 
so können wir schliessen: Enthält das Hauptgeschlecht nur 
eine Ambige, so enthält jedes Geschlecht eine solche; ent-. 
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hält dagegen das Hauptgeschlecht genau zwei Ambigen — 
der einzige Fall, welcher ausser dem eben genannten bei regu- 
lären Determinanten vorkommen kann — so enthält nur die 
Hälfte der Geschlechter Ambigen und jedes von diesen je 
zwei. — 

Es ist bemerkenswerth, dass die irregulären positiven . 
Determinanten nach Gauss’ Feststellungen viel seltener sind, 
als die negativen, welche letztern in der wachsenden Reihe 
der Determinanten immer häufiger zu werden scheinen. — 


Da wir gefunden haben, das jedes Geschlecht dieselbe 
Anzahl FT von Classen enthält, so ergiebt sich FT=K(D); 
wird also, wie in (26), die Anzahl der Geschlechter, nämlich 
28©+°—1, mit @ (D) bezeichnet, so findet sich 


(32) BDA (DISL(D)E; 


Hiernach kann man die verschiedenen Determinanten 
classifieiren. Wenn man nämlich die Classenanzahl für ver- 
schiedene Determinanten aufstellt, so wird es nicht genügen, 
um diese völlig zu charakterisiren, wenn man diejenigen 
Determinanten in dieselbe Kategorie wirft, denen dieselbe An- 
zahl von Olassen zukommt, sondern diese zerfallen wieder noch 
in verschiedene Gruppen, je nach den Faktoren @ und X, aus 
denen das Produkt HZ besteht. Wir werden vielmehr alle 
diejenigen Determinanten D als demselben Typus an- 
gehörig bezeichnen müssen, bei denen sowohl G als 
X einen bestimmten Werth haben, und wollen diesen 
Typus den Typus (G, K) nennen. 

Nach Gauss’ Feststellungen scheint die Reihe der nega- 
tiven Determinanten, welche demselben Typus angehören, 
‚stets endlich zu sein; z.B. scheint es im Ganzen nur 65 nega- 
tive Determinanten zu geben, deren grösste D= — 1848 sein 
würde, welche einem der Typen (@, 1) angehören d. h. für 
welche jedes Geschlecht nur eine Classe enthält, sodass die 
Anzahl der Classen gleich derjenigen der Geschlechter ist. 
Für positive Determinanten dagegen ist nicht nur die Ulassi- 
fikation (@, 1) die häufigst auftretende, sondern es lässt sich 
auch, auf einem Wege, den Dirichlet angezeigt hat, 
der Nachweis führen, dass die Menge der Determi- 
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nanten, welche diesen Typen entsprechen, unend- 
lich ist. 

In der That, in Nr. 7 des 6. Abschnittes haben wir die 
für positive Determinanten giltige Formel (36°) aufgestellt 
und bewiesen, dass die Classenanzahl für unendlich viele Deter- 
. minanten von der Form D- 5? ein und denselben Werth hat.. 
Durch schickliche Wahl von D und den Primfaktoren, aus 
welchen S sich zusammensetzt, lässt es sich aber erreichen, 
dass diese unveränderliche Classenanzahl mit der Anzahl der für 
jene Determinanten vorhandenen Geschlechter übereinstimmt. 

Um dies an einem einfachen Falle zu bestätigen, wählen 
wir.) = 2 und)8=='3° also 


Dr=zmene. 
Die Pell’sche Gleichung ?— 2u°=1 hat zur Fundamental- 
auflösung 7’=3, U=2; da 
8+2y2”—=17+12y2 


ist, wo der Coefficient von Y2 durch den in S enthaltenen 
Primfaktor 3 aufgeht und zwar nur durch die erste Potenz 


[2) 


von 3, so haben die in der angezogenen Nr. mit d, v, N be- 
zeichneten Zahlen, sobald «> 1, die folgenden Werthe: 


1 2 De 


Da ferner H(2)—=1 ist, und das in der genannten Formel 
auftretende Produkt hier gleich 


2 7 4 
1-)'5- 5 
wird, so findet sich 
2 3 
H(2 . 3? ) —— 9 . 
Nun ist aber D’= 2.3’ = 2 (mod. 8), für die Formen 
dieser Determinante sınd also die zwei Charaktere 
al 
8 n 
(— 1) ’ 2) 


und demnach zwei Geschlechter vorhanden, die Anzahl der 
Geschlechter also in der That der Classenanzahl gleich. 
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Somit erweist sich die Vermuthung, welche Gauss be- 
reits ausgesprochen, als richtig: es giebt unendlich viel 
positive Determinanten, für welche jedes Geschlecht 
nur eine einzige Classe enthält. Dieser Satz ist um so 
bemerkenswerther, als es dem vorher Bemerkten gemäss 
scheint, dass er einen neuen wesentlichen Unterschied zwischen 
Formen von positiver und solchen von negativer Determinante 
feststellt. | 

7. Nun seien 
(33) FEHLT. 
die sämmtlichen Formenclassen der Determinante D; ihre 
Quadrate | 

BEUTNCHER 
müssen dann alle diejenigen Olassen liefern, welche durch 
Duplikation entstehen. Bezeichnen wir aber mit 


(34) EI ANA 


die sämmtlichen Ambigen unter den Classen (33) und mit 
A(D) ihre Anzahl, so leuchtet ein, dass 


(35) CINE 


nicht nur verschiedene Ulassen des Formensystems (35) sind, 
sondern dass auch ihre Quadrate der oben gegebenen Definition 
ambiger Classen gemäss sämmtlich gleich C* sind; eine weitere 
Classe 0’, deren Quadrat gleich 0? wäre, giebt es aber nicht 
mehr, denn setzt man die Formen (33) mit irgend einer von 
ihnen, etwa mit Ü zusammen, so erhält man wieder ihre ganze 
Reihe, darunter also auch C’, sodass man stets setzen darf 
0 =0(:(”;, soll nun aber C?=Ü? sein, so ergiebt sich 
0’?—=1.dd. h. 0” wäre eine der Ambigen (34) und (” eine 
der Formen (35). 

Hieraus geht hervor, dass immer je A(D) Classen durch 
Duplikation dieselbe Classe erzeugen; heisst also Q(D) die 
Anzahl derjenigen Classen, welche durch Duplikation entstehen, 
so ist | 
(36) H(D) = 0(D)- AD). 

Die Vergleichung dieser Formel mit (32) lehrt sogleich, . 
dass, wenn sich zeigen lässt, dass 
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(37) Q(D)= K(D) 
ist, daraus auch die Gleichheit | 
G(D)Y—=.A(D) 


hervorgeht. In den Disquisitiones Arithmeticae lehrt Gauss 
die Anzahl der Ambigen durch direkte Betrachtungen finden, 
beweist dann die Gleichheit (37) und findet so die Anzahl 
der Geschlechter. Umgekehrt haben wir diese letztere nach 
den Dirichlet’schen Methoden bestimmt; wir werden jetzt 
nach Kronecker’s Vorgange zeigen, wie aus denselben 
Methoden auch die Gleichheit (37) entspringt, und 
finden damit als eine Folge die Anzahl der Ambigen. 
Jedoch müssen wir. zu diesem Zwecke für die Olassen, welche 
durch Duplikation entstehen, erst eine geeignetere Definition 
aufstellen, und schalten deshalb hier eine Betrachtung ein, 
auf welche wir auch an einer späteren Stelle werden zurück- 
zuweisen haben. 

8. Wir behaupten folgenden Satz: Ist C eine be- 
liebige Ülasse von Formen der Determinante D und m eine 
zu 2D prime Zahl, welche durch ihre Formen zur Wurzel 
(n, m) gehörig eigentlich darstellbar ist, so ist durch die 
Formen der Classe C*, welche durch k-fache Zusammensetzung 
von Ü mit sich selbst entsteht, m* zu einer Wurzel (N, m*) 
gehörig eigentlich darstellbar, für welche N=n (mod. m) ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir ihn als bewiesen 
an für alle Zahlen A=1, 2, 3, .... h und beweisen daraus 
seine Giltigkeit auch fürrk=h-+1. 

Sei also C* diejenige Classe, welche durch h-fache Zu- 
sammensetzung von Ü mit sich selbst entsteht; als Repräsen- 
tanten von C und (* wählen wir, wie in Nr. 5 die Formen 


(a,%B,:a.0), (a, »D,.009; 


in denen a, a’ prim zu m angenommen werden dürfen. Sei 
m durch die erstere dieser Formen zur Wurzel (n, m) gehörig 
‚eigentlich darstellbar; der Voraussetzung zufolge gestattet dann 
m" durch die zweite eine zur Wurzel (N, m”) gehörige eigent- 
. liche Darstellung, während N==n (mod. m) ist. Es bestehen also 
für relativ prime Werthe @,y; «', y’ folgende zwei Gleichungen: 
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(38) | m = aa + 2Bay + a’Cy? 
m’=ae?+2Bay + aly” 


und die Congruenzen 


ID) 
ot 
-] 


(39a) ae +Bby-+ny=0O (mod. m) 
(39b) aa’ + By’+ Ny’=0 (mod. m'), 
aus deren zweiter auch 

(39e) a’ + By’ +ny=0 (mod. m) 


folgt. Durch Zusammensetzung beider Formen entsteht die 
Form 


(aa, B, 0) 
der Classe C*+1 und aus den Gleichungen (38) die folgende: 
(40) m’tt=aa-A"?+2B-AT + C:T?, 


wo 
A=aa — Cyy, T=acy +2Byy’ + a’ay 


gesetzt ist; m’t! „gestattet also eine Darstellung durch die 
Formen der Classe C*”+!. Diese Darstellung ist aber auch 
eine eigentliche d. h. A, T sind relativ prim; denn, hätten sie 
einen gemeinsamen Primtheiler p, so müsste dieser wegen (40) 
auch in m aufgehen, aus den Üongruenzen (39a) und (39ec) 
würde dann aber mit hücksicht darauf, dass p als ein Theiler 
von FT vorausgesetzt ist, 
Anyy'=0 (mod. p) 

also eine der Zahlen y,y’, etwa p durch p theilbar sein, was 
aber der entsprechenden der Congruenzen (39a) und (39e) 
zuwider ist, da «,y relativ prim sind und a keinen 'Theiler 
mit m gemeinsam hat. 

Nun lässt sich aber bekanntlich eine Wurzel N der 
Congruenz 


N’= D (mod. m’+!) 
so wählen, dass 


N= N (mod. m‘) also auch N=x» (mod. m) 


ist. Schreibt man demnach die Congruenzen (39a) und (39b) 
folgendermassen: 
Bachmann, Analytische Zahlentheorie. ii 
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aa-+By +Ny =0 (mod. m) 
aa + By’ + Ny’=0 (mod. m"), 
so ergiebt sich aus ihnen 


(a« + By + Ny)(a’a’ + By’ + Ny)=0 (mod. m’t!) 
d. h. aa-A+B-T+N-T=0O (mod. mtl). 


Da A, relativ prım und aa’ prim ist zu m, kann T keinen 
Theiler mit dem Modulus gemeinsam haben und somit erweist 
diese Congruenz endlich, dass die Darstellung von m*+! durch 
die Formen der Classe 0*T! zur Wurzel (N, mt!) gehört, 
für welche N=n (mod. m) ist. 

Da unser Satz für = 1 selbstverständlich ist, so ist er 
hiermit als allgemein giltig erwiesen. — 

Um hiervon zu unserm augenblicklichen Vorhaben zurück- 
zukehren, ziehen wir aus dem allgemeinen Satze die besondere 
Folgerung: 

Durch jede Ulasse, welche durch Duplikation ent- 
steht, kann eine zu 2D prime Quadratzahl (eigentlich) 
dargestellt werden. 

Sei nun umgekehrt Q eine Classe, durch deren Formen 
eine zu 2D prime Quadratzahl m? eigentlich darstellbar ist, 
und n die Wurzel (mod. m?), zu welcher eine solche Dar- 
stellung gehört. Da alsdann auch n?== D (mod. m) ist, so 
giebt es eine Classe Ü von Formen der Determinante D, 
durch welche m eigentlich zur Wurzel (n, m) gehörig dar- 
stellbar ist. Werden nun, was immer möglich ist, zwei Re- 
präsentanten dieser Ulasse (a, B, a’C), (a’, B, aC) so ge- 
wählt, dass m relativ prim ist zu aa’, so zeigt die voraufgehende 
Betrachtung, dass m? zur Wurzel (n, m?) gehörig eigentlich 
darstellbar ist durch eine Form derjenigen Classe, welche 
durch Duplikation von C entsteht, eine Classe, welche mit © 
übereinstimmen muss. Also: jede Classe, durch deren 
Formen eine zu 2D prime Quadratzahl (eigentlich) 
darstellbar ist, entsteht durch Duplikation. 

Hiernach dürfen die durch Duplikation entstehen- 


n 


den Classen schliesslich auch als diejenigen Classen » 


definirt werden, durch welche Quadratzahlen, die 
prim sind zu 2D, (eigentlich) darstellbar sind. 


ee een 
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9. Wir wollen nun die Anzahl dieser Classen zu bestimmen 
suchen und gehen dazu von der Bemerkung aus, dass eine 
jede von ihnen durch eine Form repräsentirt werden kann, 
deren erster Coefficient eine zu 2D prime Quadratzahl ist, 
welche also die Gestalt (A?, B, C) hat; der mittlere Coefficient 
b darf, wie leicht ersichtlich, als ungerade vorausgesetzt 
werden. Denken wir uns also das ganze Formensystem (a,b, c), 
(a’,b’,c’),... der Determinante D, so dürfen wir annehmen, 
dass diejenigen dieser Formen, welche die durch Duplikation 
entstehenden Classen repräsentiren, die angegebene Gestalt, 
nämlich 

(A®, 1% Os di ‚Br C), 24547 
haben. Dies vorausgeschickt, gehen wir zu unserer Funda- 
mentalgleichung (6,) bezw. (6,) des 5. Abschnittes zurück. 
Wie wir aus (6) daselbst die besondere Gleichung (6°) herge- 
leitet haben, genau ebenso findet sich aus jener die Gleichung 


(4) 7: um) Fm) =D Füar+ 2 y Hey) +---, 
worin die Summation bezüglich m zwar den gleichen Umfang 
hat wie in (6), die Summationen in Bezug auf die Unbe- 
stimmten der quadratischen Formen aber, was durch den 
Accent angedeutet werden soll, auf die relativ primen 
Werthe derselben zu beschränken sind. Sehen wir von dem 
Falle D=— 1 ab, der hier kein Interesse darbietet, so be- 
deutet das Zeichen r für jede negative Determinante den 
Werth 2; damit dasselbe auch für positive Determinanten der 
Fall sei, verstehen wir in den dann die Summationen be- 
stimmenden Ungleichheiten unter £, « diejenige Auflösung der 
Pell’schen Gleichung, für welche 


(42) t+uYD=(T+UYD) 


ist. Die obige Gleichung lautet dann bestimmter 


(41a) 2 >) v(m)-Fm)= >) Flar’’+ 2ba’y +ey’’)+-. 


Diese Gleichung, wie die Gleichung (41), aus der sie herkommt 

und wie die ihr analoge Gleichung (6°) des 5. Abschn. sind 

auf eine beliebig gegebene Zahl II bezüglich, gegen welche 
172 
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die Argumente der Funktion F' prim sein müssen; wir wählen 
für diese Zahl jetzt den Ausdruck 


„ 


I=2-.pp-..rr'r ..., 


wo pP, P',... alle verschiedenen ungeraden Primzahlen, aus 
denen D besteht, und r,r’,r”,... die davon verschiedenen, 
in den ungeraden Zahlen A, A’,... enthaltenen Primzahlen 


bezeichnen sollen. 


Nun wählen wir die noch beliebige Funktion F' so, dass‘ 


sie verschwindet, wenn »» keine Quadratzahl ist; links bleiben 
dann nur die Glieder von der Form Y(n?) - F(n?), wo n jede 
zu II prime Zahl bedeutet also auch prim ist gegen 2D; da 
mithin ı (nr) die Anzahl aller Wurzeln der Congruenz 2= D 
(mod. ») bedeutet, welche Null ist, sobald n einen Primfaktor 
enthält, für welchen D quadratischer Nichtrest ist, im ent- 
gegengesetzten Falle aber nur von der Anzahl der verschie- 
denen in n aufgehenden Primfaktoren bestimmt ist, so leuchtet 
sogleich ein, dass d (n?) = Y(n) sein wird. Rechts aber kann 
ax + 2bx’y' + cy’” niemals eine Quadratzahl sein, ausser 
wenn (a,b,c) eine der Formen (A?, B, C), (42 °B70722 
bedeutet, mithin fallen rechts alle Summen fort mit Ausnahme 
derjenigen, welche sich auf die Repräsentanten der durch Dupli- 
kation entstehenden Classen beziehen. Wird demnach die 
Funktion 7 weiter noch so bestimmt, dass 
1 
Tal Ar 


ist, so nimmt die Formel (41a) folgende Gestalt an: 


E 1 f 1 
(43) ud I) =D, = a 


(A’’?+2Ba’y’+ 0y'’) 2 








in welcher rechts soviel Summen stehen, als die Anzahl @(D) 
der durch Duplikation entstehenden UOlassen beträgt, und der 
bisherige Umfang der Summationen bezüglich der Unbestimmten 
x’, y noch dahin zu beschränken ist, dass nur diejenigen ihrer 
bisherigen Werthe zu berücksichtigen sind, für welche die 
unter dem Summenzeichen stehende quadratische Form qua- 
dratische Werthe erhält. 

Gehen wir noch einmal zu der Gleichung (41) zurück, 


Se E.-& NER en 
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ersetzen in dieser das Zeichen m durch n und wählen nun 


zweitens die Funktion 
1 


F(n) wre) 





so nimmt sie die Gestalt an 


’ 1 ’ 157: 
(44) x: > Oper ZZ. 0, 


‚in welcher links dieselbe Summe steht, wie in (43), rechts 
dagegen so viel Summen stehen, als das Formensystem der 
Determinante D Formen enthält, und der Umfang der Summa- 
tionen derselbe ist, wie in (41). Verstehen wir unter den 
Werthen £, «4 in den für positive Determinanten zu erfüllenden 
Ungleichheiten hier die Fundamentalauflösung 7, U, so wird 
dem Zeichen z der Werth 1 oder 2 zukommen, je nachdem 
die Determinante D>0O oder <PO ist. 
Die Vergleichung der Formeln (43) und (44) liefert so- 
gleich die Beziehung 
= 1 f 1 
ED et 
in welcher wir nun o wollen gegen O0 convergiren lassen. 
Was zunächst die linke Seite betrifft, so haben wir in 
(15°) des 6. Abschn. den Grenzwerth der Summe 








’ 1 
Deren 

bestimmt, in welcher x,y denselben Bedingungen, wie die 
x, y' unterworfen sind, nur .dass sie nicht relativ prim zu 
sein brauchen. Da aber die für den Fall einer positiven De- 
terminante von x’, y’ zu erfüllenden Ungleichheiten bestehen 
bleiben, wenn sie mit einer positiven Zahl uw multiplicirt wer- 
den, so ist ersichtlich, dass man aus den Zahlen x’, y’ die 
sämmtlichen zulässigen Zahlen x, y erhalten wird, wenn man 
jene mit allen zu II primen positiven Zahlen w multiplicirt, 
und dass in Folge davon 


z 1 
2 (aa? + 2bay + oyait? 


1 >" 1 
; Sn (an? +2ba’y’+ ey’ yır? 
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sein wird. Nun ıst aber nach der Euler’schen Formel des 
1. Abschnittes 


her 
met? ae) 


gazag 


wenn links über alle positive ganze Zahlen »n, rechts über 
alle Primzahlen 9 summirt resp. multiplieirt wird, und gleicher- 


weise wird 
1 4 1 
ee en 


Fig 


sein, wenn die Multiplikation sich nur auf alle nicht in 77 
enthaltenen Primzahlen erstreckt. Hieraus folgt sogleich 


De Dre 
mt2e BEER 1 )' 


mar 





wenn hier die Multiplikation im Gegentheil auf alle n 71 
enthaltenen Primfaktoren sich erstreckt. Convergirt jetzt o 


gegen 0, so geht die linke Seite in De d. h. nach einer 


2 
bekannten Euler’schen Formel“) in er über und man findet 


- | n® 4 1 
lim. > we | | (1 ne ) 
ET a) 6 q? 


oder, wenn wir dem Zeichen g dieselbe Bedeutung ertheilen, 
wie wir ihm bei der Formel (15°) des 6. Abschnittes beigelegt 


haben, gleich 
n? 41 
; JIU- =) 
Mit Rücksicht auf diese Formel ergiebt sich sodann 
| | _ 279. TJ (az). 
(46) a oe (ax: + 2bax’y' + ceyatre nt? II“ 1) 


Da der gefundene Grenzwerth somit für jede der zur 
Linken der Gleichung (45) stehenden Summen der gleiche ist, 


somit 








*) S. in Euler’s Introductio in Analysin das Capitel de seriebus 
ex evolutione factorum ortis. 


= 
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ergiebt sich als Grenzwerth der ganzen linken Seite 
dieser Gleichung der Werth: 


49 —E£ 
(#7) HD) Il): 

10. Um die gleiche Untersuchung nun auch für ihre 
rechte Seite durchzuführen, bedarf es einer näheren Betrach- 
tung der bei der Summation zulässigen Werthe von «’, y’. 
Diese Werthe sollen relativ prim sein, und in der ersten der 
rechts stehenden Summen den Ausdruck 


A’? +2Ba’y' + 0y'? 
zu einer zu ]J] primen Quadratzahl m?” machen, endlich, falls 
die Determinante positiv ist, den Ungleichheiten 


(48) „7 >0,, ulAr HBy)>W 
oder den ihnen gleichbedeutenden Ungleichheiten 
4:0’ + By’ +y'VYD>0 
en — 4A?’ +By+y'YVD _t+uyD 
DHL NT VD Ste EVD 
genügen. Aus der Gleichung 
4?x? + 2Bx'y' + Cy” = m? 

folgt zunächst, dass y' und A keinen gemeinsamen Primtheiler 
haben dürfen, damit m eine zu II prime Zahl wird; und so 
wird y auch mit m keinen gemeinsamen Primtheiler haben, 
weil sonst dieser, da x’, y’ relativ prim vorausgesetzt werden, 
auch in A aufgehen, A und m also nicht relativ prim sein 
würden. Schreibt man nun die vorige Gleichung folgender- 
massen: 
(49) (A? + By’ + Am) (4A?’x + By’ — Am) = Dy”, 
so ergiebt sich der Unterschied der Faktoren gleich 2 Am, 
ein gemeinsamer ungerader Primtheiler derselben müsste also 
in A oder in m aufgehen, andererseits aber auch in D oder 
in y’, was nicht zusammen geschehen kann. 

Sind nun erstens D und y’ ungerade, so werden sich 
die Primzahlpotenzen, aus denen Dy’? besteht, auf die beiden 
Faktoren so vertheilen, dass einer von ihnen stets eine der- 
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selben ganz in sich enthält, mit anderen Worten: setzt man 
D—=d0, 92-07, soswird 


A?x’+ By +Am=d$, Ar’ + By — Am = 06? 


sein, während d®° und 6? relativ prim sind. 

Ist zweitens y' gerade, so müssen beide Faktoren ge- 
rade, können aber zugleich nur durch 2! theilbar sein, und 
demnach wird 


A?x’ + By +Am=2d9, 4?x + By’ — Am = 207? 


sein, worin jetzt y’=20n, d$? und dn? aber wieder relativ 
prim sind. 

Ist endlich drittens y’ zwar ungerade, aber D gerade, 
so müssen wieder beide Faktoren gerade sein, woraus D als 
durch 4 theilbar hervorgeht, sie können aber gleichzeitig nur 
durch 2! theilbar sein; in diesem Falle findet sich also 


Ax2’+By+Am=d$, Ax+By—Am=6n, 


wo dö=D, 0n=y' sind, während d®?, ön7? den grössten 
gemeinsamen Theiler 2 haben. 
Allgemein ist mithin zu setzen: 


(50) Aa + By’+Am—=de?, 4’ + By —Am—-ön?, 


wo d$=D,20n=ry’ und r =1 oder 2 ist, je nachdem y’ 
gerade oder ungerade ist; 0, 7 sind stets relativ prim, d, 6 
desgleichen mit Ausnahme des Falls, in welchem D gerade 
und y° ungerade ist, wo sie den grössten gemeinsamen Theiler 
2 haben. Da die Zahlen A, m als positiv angenommen werden 
dürfen, ebenso auch und n, und da x’, y' die Ungleichheiten 
(48) erfüllen sollen, so wird nach der ersten der Gleichungen 
(50) d stets positiv sein. 

Für jedes diesen Bestimmungen gemässe System ganzer 
Zahlen r,d,ö werden, wie leicht zu erkennen, die Zahlen 
51) L=drA, MdB, N-T, 
in denen & eine ungerade der Congruenz 


(52) ds=1 (mod. A) 


Die Geschlechter quadratischer Formen. 265 


genügende Zahl sein soll, drei ganze Zahlen sein, welche 


die Gleichung erfüllen 
(53) M’— LN=D. 


Zudem werden aber auch L, 2M, N ohne gemein- 
samen Theiler sein. Bezüglich jedes ungeraden Theilers 
ergiebt sich dies ohne weiteres; die Zahlen können aber auch 
nicht alle drei den Theiler 2 haben. Denn, ist erstens r—=]1 
also y’ gerade, so sind d, ö relativ prim; ist d gerade, so 
wird Öd ungerade, mithin N ungerade sein, ist dagegen d un- 
gerade, so ist Z ungerade; zweitens wenn r—=2 ist, so ist 
zwar de b?— ö durch 2 theilbar, aber nicht durch 4, denn 
sonst wäre d— d==0 (mod. 4), während in diesem Falle aus 


der Gleichung 

2 Am = d9? — dr? 

die Congruenz 
d—d6=2Am=2 (mod. 4) 


hervorgeht, N ist folglich in diesem Falle ungerade. 
Weiter folgt aus (50) die Gleichung 
r A?x = d0?— 2DB0n + 6? 

also, wie ohne Mühe zu finden ist, 

de=Bn (mod. A), 
was in Verbindung mit (52) 

= Bne (mod. A) 
oder eine Gleichung von der Gestalt 
(54) 0—=Bne-+ Ar 
ergiebt, in welcher & eine ganze Zahl ist, welche offen- 
bar zu n prim sein muss, da sonst n, 0 einen gemeinsamen 
Theiler erhielten. 

Nun erschliesst man aber aus (50) die Doppelgleichung 
(55) r(Ada’+ By +y'YD)—= de +07? +20n VD; 
wird sie mit 28 dividirt und dann die Gleichung 

rAm‘ ae? —ön 


== 


20 20 
hinzugefügt, so findet sich 
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(56) z,(A?a’ + By + y'YD+Am)=LE+Mn+nVD; 
wird die Gleichung (55) dagegen mit d multiplicirt, so findet sich 
dr (40° + By’ +y'YD)= (LE + My +nYD)), 


und wenn die beiden in dieser Formel enthaltenen Gleichungen 
in einander dividirt und multiplieirt werden, die beiden folgen- 
den Gleichungen: 


Ara+By'+ty VD _ (re 
A’a’+By'—y'yYD L&E+Mn—nyD 
422 ?+2Ba’y’ + Cy?—= (LE +2M&n + N?). 


Für den FallD>O lehren demnach die Bedingungen 
(48a) mit Rücksicht auf die Annahme (42), dass die 
ganzen Zahlen &,n dann den nachstehenden Beding- 
ungen unterworfen sind: 


L& + Mn +nYD>0 


(57) ee T+UyD, 
LE Man VD. Teuvs 








und 





und die Voraussetzung, nach welcher A?x’?+ 2Bx'y’ 
+ (y? prim sein soll zu IT, lehrt, dass die ganzen 
Zahlen &,n den Ausdruck L?+2M&n + NY” zu I 
prim machen müssen. 

Auch geht aus unseren Betrachtungen hervor, dass jedem 
zulässigen Werthsysteme =’,y’ und 0,n, wenn, wie es ge- 
schehen ist, letztere positiv gewählt werden, ein einziges 
System der Zahlen r,d,d und ein einziges System &,n, 
das obigen Bedingungen genügt, zugehörig ist. Lässt man die 
0, n betreffende Voraussetzung fallen, so ändert das zwar 
nichts im Falle einer positiven Determinante, da dann durch 
die Ungleichheiten (57) n und damit auch © als positiv er- 
fordert werden; dagegen würde ım Falle einer negativen 
Determinante auch das System —&, —n mit allen Beding- 
ungen, denen «, y' genügen sollen, verträglich sein, in diesem 
Falle also jedem zulässigen Systeme x’, y’ zwei zulässige 
Systeme &, n zugehören. Da nun umgekehrt offenbar, sobald 


REG u en u 
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für die Zahlen v, d, ö ein zulässiges Werthsystem gesetzt ist, 
für D>0 jedem mit den aufgestellten Bedingungen verträg- 
lichen Systeme &,n ein zulässiges System x’, y', für D<0O 
den beiden Systemen &,n; — &, —n ein solches entspricht, 
so übersieht man die Richtigkeit folgender Gleichung: 








; R: 
ne Ni 0 
Er Loy EN eur 2 

wenn in derselben einerseits über alle zulässigen Werthsysteme 
x, y, andererseits nicht nur über alle zulässigen Werthsysteme 
r,d,ö oder L,M,N, sondern auch jedesmal dann über alle 
relativen Primzahlen 8,7 summirt wird, für welche der Werth 
‘der quadratischen Form (L, M, N) prim wird gegen II und 
welche, im Falle einer positiven Determinante, die Ungleich- 
heiten (57) erfüllen; r ist wieder gleich 1 oder gleich 2, je 
nachdem die nano positiv oder negativ ist. Die Summe 
auf der rechten Seite der Gleichung steht also an Stelle von 
so viel ähnlichen Summen, als zulässige Werthsysteme r,d, ö 
vorhanden sind, und zwar ist jede von den letzteren genau 
von derselben Art wie diejenige”), für welche in voriger Nr. 
der Grenzwerth für o= 0 bestimmt worden ist. Man findet 
demnach 


im I I TEHH- A, 


(da +2Ba’y’+0Cy)® 


wo 4 die Anzahl der zulässigen Werthsysteme r, d, ö be- 
zeichnet. 

Diese Betrachtung wiederholt sich bei jeder der übrigen 
Summen, welche die rechte Seite der Gleichung (45) bilden, 
und da wir sogleich zeigen werden, dass 7 für jede von ihnen 
denselben Werth hat, und da die Anzahl der genannten Summen 











*) Zwar ist L nicht, wie für den ersten Coefficienten « bei Her- 
leitung der Formel (15°) des 6. Abschn., auf welche wir uns gestützt 
haben, vorausgesetzt wurde, relativ prim gegen II; doch bleibt diese 
Formel offenbar auch bestehen, wenn man diese, nur zu ihrer Herleitung 
eingeführte Voraussetzung fallen lässt, da die Summe auf ihrer linken 
Seite nur von der Olasse abhängt, welche durch die. Form (a, b, c) re- 
präsentirt wird, nicht von dieser repräsentirenden Form selber. 
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Q(D) ist, so findet man für den Grenzwerth der ge- 
sammten rechten Seite dieser Gleichung den Werth: 


= Lli)-%0-4 


11. Die Gleichsetzung dieses Ausdrucks mit dem Grenz- 
werthe (47) der linken Seite ergiebt also 
(58) MD) 12H D) 

Zur näheren Bestimmung der Zahl 4 beachten wir vor 
allem, dass die Gleichung 

(A2x2” + By)” — Dy’’= A’m?’ 
als Congruenz (mod. 4) oder (mod. 8) aufgefasst sehr leicht 
erkennen lässt, dass 
r=1 ist in den Fälln D=1,2,4,5,6 (mod. 8), 
dagegen sowohl r=1 als auch r—=2 sein kann in den Fällen 
D=0,3,7 (mod. 8). 

Nun mussten d, ö relativ prim sein, so oft D ungerade 
ist; bezeichnen wir wieder allgemein mit ® die Anzahl der 
verschiedenen ungeraden Primfaktoren, aus denen D besteht, 
so ist 28 für eine ungerade Determinante die Anzahl ihrer 
Zerlegungen in zwei relativ prime Faktoren, deren einer (d) 
positiv ist; demnach giebt es 

für D=1,5 (mod.8) 12% zulässige Systeme r,d, 6; 
für D=3,7 (mod.8) 2.2% 5 e > 





War D gerade, so mussten, so oft r = 1 war, die Fak- 
toren d, ö der Zerlegung von D wieder relativ prim sein, 
von welchen Zerlegungen jetzt die Zahl D genau 2@+1 dar- 
bietet. Hieraus folgt 

für D=2,4,6 (mod.8) 2%+1 zulässige Systeme r,d,d. 

Für 

D=0 (mod. 8) 
entspringen dem Werthe r = 1 zunächst 2%+1 zulässige Sy- 
steme r, d,d; da aber in diesem Falle auch r—=2 sein kann 
und d, ö, wenn D gerade und r—=2 war, den grössten ge- 
meinsamen Theiler 2 haben also von der Form d=2d, 


en Pe 
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sr rg Y D 

0 —= 20 sein mussten, wo nun d -ö eine Zerlegung von 
in zwei relativ prime Faktoren, deren erster positiv ist, dar- 


stellt, eine Zerlegung, deren es 20+1 giebt, da 2 noch durch 2 


aufgeht, so kommen in diesem Falle noch einmal 2°+1 zu- 
lässige Systeme r,d, ö hinzu, und es giebt demnach 


für D=0 (mod. 8) 29+2 zulässige Systeme r, d, 6. 


Allgemein ergiebt sich aus diesen Betrachtungen für die 
Anzahl 4 der zulässigen Systeme r, d, d der nur von der 
Determinante, nicht von der besonderen Form (A?, B,C) ab- 
hängige Werth 

A — 23040, 
wo 6 dieselbe Bedeutung hat, wie bei der Anzahl der Ge- 
schlechter. Alles in allem giebt nun die Formel (58) das 
Resultat 

H(D)= @(D) - 2640-1 

und durch Vergleichung mit (24) 

DT 
d.h. die Anzahl der durch Duplikation entstehenden 
Classen ist gleich der Anzahl der in jedem Geschlechte, 
also auch gleich der Anzahl der im Hauptgeschlechte 
enthaltenen Olassen: 


(59) 2(D)—=KiD). 


Da aber jede durch Duplikation entstehende Ulasse, wie 
wir wissen, dem Hauptgeschlecht angehört, so folgt hieraus 
der berühmte Gaussische Satz*): 

Jede Ulasse des Hauptgeschlechtes entsteht durch 
Duplikation. 

Nunmehr folgt dann nach Nr.7 sogleich auch die Gleich- 
heit der Anzahl der Geschlechter mit der Anzahl der 
: ambigen Classen oder die Formel 


(60) AD) = 204—, 


*) Gauss Disquis. Arithm. art. 286. 
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12. Nachdem wir so aus analytischer Quelle die schön- 
sten Resultate der Lehre von der Zusammensetzung der Formen, 
welche Gauss auf arithmetischem Wege gefunden, hergeleitet 
haben, wollen wir die bezüglichen Betrachtungen abschliessen, 
indem wir eine Bemerkung von Schering anfügen”), welche 
aus der Zusammensetzung aller Classen der Determinante D aus 
Fundamentalclassen, nämlich aus der allgemeinen Formel (27): 


7:02:05... 00% 
entspringt. 

Es ist bereits bemerkt worden, dass die Anzabl der ambigen 
'Classen gleich 2“ ist, wenn unter den Exponenten m, , My, ... Mo, 
zu denen die Fundamentalclassen gehören, u gerade vorhanden 
sind; auch leuchtet daraus, dass jeder dieser Exponenten im 
vorhergehenden aufgeht, ein, dass diese geraden Exponenten 
die « ersten sein müssen. Ferner ist auch schon bemerkt 
worden, dass der Exponent, zu welchem eine nicht zum 
Hauptgeschlechte gehörige Classe gehört, immer gerade ist. 
Sind demnach y unter den Fundamentalclassen nicht zum 
Hauptgeschlechte gehörig, so muss u>y also auch 2 > 27 
sein. Nun bezeichne 9 die Anzahl der verschiedenen Ge- 
schlechter T,, F,,..., in welche diese y Fundamentalclassen 
sich vertheilen, so wird y>g also auch 27’>27 sein. Be- 
achtet man, dass Classen des Hauptgeschlechts durch Zu- 
sammensetzung mit einander stets wieder eine Ülasse des 
Hauptgeschlechts, dagegen Classen irgend eines vom Haupt- 
geschlechte verschiedenen Geschlechts FT durch Zusammen- 
setzung mit einander oder mit Classen des Hauptgeschlechtes 
stets wieder nur Ulassen des letzteren oder des Geschlechtes T 
hervorbringen, so übersieht man ohne Mühe, dass die Anzahl 
der verschiedenen Geschlechter, welche durch Zusammensetzung 
der Fundamentalclassen oder aus der Formel (27) hervorgehen 
— das ist aber die Anzahl sämmtlicher Geschlechter — 
gewiss nicht grösser sein kann, als die Anzahl der Glieder 
des entwickelten Produktes 





*) Schering, die Fundamentalclassen der zusammensetzbaren 
arithmetischen Formen (im 14. Bd. der Abhh. der K. Ges. d. W. zu 
Göttingen, 1869), am Schlusse. 
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(1 a rd le 
nämlich 27, und somit folgt 27 > 2&+0—-1. Da wir aber die 
Gleichheit für die Anzahl der ambigen Classen und der 
Geschlechter bereits bewiesen haben, so ergiebt sich 


=y=-y=-=d-o0—|1. 
Und hieraus fliessen die Sätze: 

Die Exponenten, zu welchen die Fundamental- 
classen aus dem Hauptgeschlechte gehören, sind un- 
gerade. — Ist y die Anzahl der Fundamentalclassen, 
die nicht zum Hauptgeschlechte gehören, so ist 27 die 
Anzahl der ambigen Ulassen, sowie die Anzahl der 
Geschlechter; y ist © +60—1, und die nicht zum 
Hauptgeschlechte gehörigen Fundamentalclassen sind 
die ersten y Classen in der Formel (27). Es ist leicht 
einzusehen, dass eine ambige ÜUlasse nur aus der Zu- 
sammensetzung dieser y Fundamentalclassen hervor- 
gehen kann. 
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Ausdehnung des Satzes von der arithmetischen Progression 
auf quadratische Formen. 


1. Zum Schlusse unseres Berichts über die Anwendungen, 
welche man von den Dirichlet’schen Methoden auf die 
Theorie der quadratischen Formen gemacht hat, wollen wir 
den gegenwärtigen Abschnitt dem Satze widmen, durch 
welchen Dirichlet denjenigen von der arithmetischen Pro- 
gression auf quadratische Formen übertragen hat, dem Satze, 
dass jede eigentlich primitive quadratische Form fähig ist, 
unendlich viele Primzahlen darzustellen. In einer, der Ber- 
liner Academie im J. 1840 vorgelesenen Arbeit hat Dirichlet 
den Beweis seines Satzes entwickelt. Der Auszug dieser 
Arbeit aber, wie er sich in den Monatsberichten v. J. 1840 
oder auch im 21. Bande des Crelle’schen Journals findet, 
beschränkt sich auf den besonderen Fall, dass die Deter- 
minante der quadratischen Form regulär und eine negative 
Primzahl — p ist, welche absolut genommen die Form 4k +3 
hat, und lässt auch abgesehen von dieser Beschränkung eine 
Ergänzung in einem wesentlichen Punkte der Beweisführung 
sehr zu wünschen. Zudem hat Dirichlet selbst seinem Satze 
in den Comptes Rendus v. J. 1840 eine nähere Bestimmung 
hinzugefügt, nach welcher unter den im Satze genannten 
unendlich vielen Primzahlen insbesondere auch unendlich 
viel solche vorhanden seien, welche zugleich in irgend einer 
mit den Charakteren der quadratischen Form verträglichen 
primitiven Linearform enthalten sind. H. Weber hat in einer 
schönen Arbeit jene Ergänzung des ursprünglichen Satzes 
und A. Meyer sodann, indem er auf diese sich stützte, für 
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Dirichlet’s bestimmteren Satz den ‘Beweis beigebracht *). 
Da mit dem letztern zugleich der ursprüngliche dargethan ist, 
so genügt es ihn zu beweisen, und wir wollen daher, indem wir 
der Weber’schen Abhandlung nur die Grundlage der Beweis- 
führung entnehmen, im Anschlusse an die Arbeit von Meyer 
den vollständigen Dirichlet’schen Satz hier herleiten. 


Dieser Satz lautet also: Jede eigentlich primitive 
(positive) Form (deren Determinante kein Quadrat 
ist), stellt unendlich viele Primzahlen dar, welche 
zugleich in einer gegebenen, mit den Charakteren der 
Form verträglichen primitiven Linearform Mx=-+ N 
enthalten sind. 


2. Wir beginnen den Beweis mit einigen nothwendigen 
Vorbemerkungen. Nach Nr. 5 des vorigen Abschnitts können 
alle Classen eigentlich primitiver (positiver) quadratischer 
Formen einer gegebenen Determinante D und jede einmal aus 
gewissen Fundamentalelassen mittels der Formel 


(1) DE ERIC 
erhalten werden, wenn man darin jeden Exponenten A, die 
Zahlen 0, 1,2,... m; — 1 durchlaufen lässt, unter m; den 


eenantlteh Exponenten' verstanden, zu welchem die Funda- 
mentalclasse C; gehört, sodass die Anzahl aller Classen 


h— m, Ma». Mu 


ist. Seien nun %,, %,, ... w„ irgend welche Wurzeln der 


Gleichungen 


(2) ee Hr al: 
so wollen wir 

w h N 
(3) Rule We We® 


setzen und einen Charakter der Classe U nennen. Solcher 
Classencharaktere giebt es offenbar so viele, als die Wur- 
zeln w,, %3, ... w, der Gleichungen (2) verschiedentlich ge- 


*) H. Weber, Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive 
quadratische Form unendlich viele Primzahlen darzustellen fähig ist, 
Math. Ann., Bd.20 p. 301; A. Meyer, über einen Satz von Dirichlet, 
im Journal f. d. r. u. a. Mathematik, Bd. 103 p. 98. 

Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 18 
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wählt werden können, also m, m, ... Mu» =h. Hier wieder- 
holen sich die gleichen Betrachtungen und Benennungen, welche 
gelegentlich der im 4. Abschnitte eingeführten Zahlencha- 
raktere y(n) von uns angewandt worden sind. So findet 
sich unmittelbar aus der Definition die Gleichung 


(4) KO RIC)— RICO 
für irgend zwei gleiche oder verschiedene Ölassen (', 0”. 
Sind ferner w,,%s, -.- Wa; W1,W3, -.. Wu Zwei Wurzel- 


combinationen, die auch identisch sein können, so ergiebt sich 
daraus eine ganz bestimmte dritte 


w =wW, Wi = WW, .-.. W% = WW 
1 ? 2 ’ 


d. h. die beiden den erstern entsprechenden Charaktere _R (C), 
K’(C) setzen sich nach der Formel 


(8) K(0).K'(CO)=K”(C), 


die dann für jede Ulasse gilt, zu einem bestimmten dritten 
Charakter X” (C) zusammen. 


Wir nennen ferner Hauptcharakter denjenigen Charak- 
ter, welcher den Wurzeln 


vw=]1, w=l,... wa =1. 


entspricht, nennen zwei Charaktere entgegengesetzt, 
wenn sie zum Hauptcharakter sich zusammensetzen, und einen 
Charakter ambige, wenn er sich selbst entgegengesetzt, 
oder wenn er, mit sich selbst zusammengesetzt, gleich dem 
Hauptcharakter wird. Der Hauptcharakter hat also für jede 
Classe den Werth + 1, jeder ambige Charakter für NK: 
Classe den Werth + 1. 


Genau auf dieselbe Weise endlich, wie im 4. Abschnitte 
die in den Formeln (10), (10a), (11) und (11a) ausgespro- 
chenen Sätze, beweist man hier die folgenden: Für jeden 
bestimmten Charakter K ist die über sämmtliche 
Classen ( erstreckte Summe 


(6) | 2 K0) —0, 


ausgenommen den Hauptcharakter, für welchen 
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(6a) DEO-% 

C 
ist; für jede Classe Ü dagegen ist die auf sämmtliche 
Uharaktere erstreckte Summe 


De, 2 EQ=0, 


ausgenommen die Hauptelasse H, für welche 


(7a) | DEmM=-h 

ist. — - ° 

Heisst K,(C) derjenige Charakter, für welchen w; eine 
primitive Wurzel der ende Gleichung (2), alle 
anderen Wurzeln ww aber gleich 1 sind, so ist sehr einfach 


zu erkennen, dass, welches auch die On C sei, alle Oharak- 
tere K(C) ähnlich den Ölassen selber durch den Ausdruck 


K(C) = K,(C)4 K,(O)* ... Ku(O)% 


gegeben werden, wenn jedes Ä, die Werthe 0, 1,...m; —1 
durchläuft. Und hieraus schliesst man, genau wie in Nr. 5 
des vor. Abschnitts für die ambigen Classen, dass die An- 
zahl der ambigen Classencharaktere gleich der der am- 
bigen Classen, nämlich 2“ ist, wenn u von den Exponenten 
My, My, ... Mu, was dann die ersten w derselben sein 
müssen, gerade Zahlen sind. 

Ist nun f(C) irgend eine Hakıh die Classe ( ein- 
deutig bestimmte, von Null verschiedene Grösse, 
welche für je . Classen 0’, C” der Bedingung ge- 
nügt: i 
(4a) F(O)- FLO) =FCN, 
so ist leicht zu sehen, dass f(C) mit einem der 
Classencharaktere. identisch sein muss. Denn setzt 
man zunächst für 0” die Hauptelasse H, so folgt aus (6) 

kA)-1; | 
- setzt man sodann 0’ = (, C” = Or-!, wo m den Exponen- 
ten bedeutet, zu welchem die Classe Ü gehört, so folgt aus 


derselben Formel 
For FM) -1 


* 
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also mnss f(C) eine Einheitswurzel des Grades sein, zu 


welchem C gehört. Sind demgemäss %,, %s, ... Wa, die 
Werthe dieser Einheitswurzel, entsprechend den Fundamental- 
classen d. h., ist 


f(G) en f(6;) U f (Co) — Wo; 
so folgt aus (1) in Verbindung mit der Annahme (4a) 
f(C)=K(0) 

w. 2... wi; 

Bezeichnet man aber wieder, wie im vorigen Abschnitte, 
mit | 

p', Di I, ae | v', 0 FE 

die sämmtlichen, einer Form der Determinante D zukommen- 
den Einzelcharaktere, so sind ihre Werthe, wie wir wissen, 
für alle zu 2D primen Zahlen rn, welche durch die Formen 
einer bestimmten Classe darstellbar sind, dieselben; sie sind 


daher als Funktionen der Classe aufzufassen und sollen als 
solche durch 


(0), PO), IP lO), VO), - 
ausgedrückt werden. Wird jedes Glied des entwickelten Pro- 
duktes 


P(O)=(1 + 9(C))(1 +9” (0)) ..- (1 +v’(O)) ... 
wieder k (CO) genannt, so leistet diese Funktion, wie dort ge- 
‚zeigt worden, der Bedingung 

KICH=-RlC 3) KLEE 
Genüge, wir besitzen also in ihr eine Funktion der 


Art, wie wir soeben unter f(Ü) verstanden, und sehen 
folglich, dass jede der Grössen %k(C) mit einem der Classen- 


charaktere identisch sein und, da ıhr. Werth für jede Classe‘ 


C nur +1 sein kann, zu den 2“ ambigen Classencharakteren 
gehören muss. 

Solcher Funktionen k(C) giebt es aber 25+0 — Quri; 
da jedoch für jede zu 2D prime durch Formen der Determi- 
nante D darstellbare Zahl » das Produkt pp” 9” ... der 
Einzelcharaktere der ersten Kategorie bekanntlich gleich 1 ist, 
so muss auch für jede Classe das Glied 


p(O)P’(C)P” (CO)... 


ren >4 
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des entwickelten Produktes P(C) seinem ersten Gliede 1, und 
wie daraus erkennbar, je zwei Grössen k(C) einander gleich 
sein, sodass, wenn aus jedem solchen Paare nur eine der 
Grössen k (0) beibehalten wird, insbesondere vom erstge- . 
nannten Paare nur die Grösse k(C)—=1, von den übrig 
bleibenden 2“ Funktionen k(C) nicht zwei identisch sein 
werden. Da sie nun aber sämmtlich zu den in gleicher An- 
zahl vorhandenen ambigen Ulassencharakteren zählen, stimmen 
sie mit den letzteren überein. Jeder ambige Classen- 
charakter K(C) ist also einer dieser Grössen %(C) 
gleich d.h. nach (6) des vor. Abschnittes 
n—1l n"®—1 


(8) KO)=8°’ 2° (2), 


wenn n irgend eine zu 2D prime, durch die Formen 
der Classe C darstellbare Zahl, 6,n Einheiten, Q aber 
einen positiven ungeraden Theiler von D bedeutet, 
der .aus lauter verschiedenen Primfaktoren besteht. 
Die Combination 
9=edb, ns, Q=P, 
welche der Grösse 
k(C) = P (OP O)PT(C) .-- 

entspricht, ist dem Gesagten zufolge hierbei ausgeschlossen. 

Für jede zu 2D prime Zahl m, welche die Bedingung 
erfüllt, dass 





m—1 m2—1 
en 


ist, wird hiernach die Summe 








a.) 


wenn sie auf alle, den ambigen Charakteren X entsprechende 
Werthcombinationen bezogen wird, gleich 


1 ! „ [4 
—(1 + op (m)) (1 +g (m)) Ir (1 + Y ()) ai 
d. h. gleich Null sein, ausser, wenn sämmtliche Grössen 


po (m), 9” (m),... vlm)y... 
den Werth + 1 haben, wo sie gleich 2“ ist. 
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3. Nunmehr verstehen wir unter M eine positive Zahl, 
welche sowohl durch 8 als durch D theilbar sein soll; eine 
Zahl, welche prim ist zu M, wird es also auch sein gegen 
.2D. Wir bezeichnen mit m jede positive gegen M prime 
Zahl, von welcher J) quadratischer Rest ist. Führen wir als- 
dann nach den Auseinandersetzungen in Nr. 2 des 4. Ab- 
schnittes die Zahlencharaktere y (mod. M) wieder ein, so 
wird jeder dieser‘ Zahlencharaktere y(m) für jede der ge- 
dachten Zahlen m bestimmt sein. Da aber D quadratischer 
Rest von m sein soll, so wird jede der Zahlen m auch durch 
Formen der Determinante D eigentlich darstellbar sein; ist 
nämlich ® die Anzahl der Primfaktoren von m, so ist 2@ die 
Anzahl verschiedener Wurzeln der Congruenz 


ern 2” = D (mod. m) 
und jeder von ihnen entspricht eine Gruppe von Darstellungen 
der Zahl m durch Formen der Determinante D, d. i. eine 
Formenclasse Ü, durch welche m zu jener Wurzel gehörig 
darstellbar ist, wobei möglicherweise verschiedenen Con- 
 gruenzwurzeln dieselbe Classe zugehören kann. Denken wir 
uns nun diese sämmtlichen, verschiedenen oder nicht ver- 
schiedenen Classen C,, durch welche » darstellbar ist, ver- 
stehen unter K(C) irgend einen der Classencharaktere und 
unter I K(C,„) die über jene sämmtlichen (lassen (,, er- 
streckte Summe, so wollen wir für einen Augenblick 
(10) im) — zu 
( 

setzen und den Nachweis führen, dass diese Funktion für je 
zwei relativ prime Zahlen m, m’ der betrachteten Art die 
Bedingung erfüllt: 
(11) (m) f(m’) = f(mm’). 

In der That erhält man für solche Zahlen sämmtliche 
Wurzeln der Congruenz 

Z’= D (mod. mm’), 
‘wenn man für jedes Paar von Wurzeln z, 2” der Congruenzen 
=D (mod. m), 2?=D (mod. m’) 

die Zahl Z durch die Congruenzen | 
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Z=x (mod. m), Z=x' (mod. m’) 
bestimmt; die Classe C,„„’ aber, durch welche mm’ zur Wurzel 
Z gehörig dargestellt werden kann, findet sich nach der Lehre 
von der Zusammensetzung der Classen aus den Classen C,,, On, 
durch welche resp. m, m’ zur Wurzel z, z gehörig darstell- 
bar sind, mittels der Gleichung 


Br = er Un: . 


Mit Rücksicht hierauf und auf die in Formel (4) ausge- 
drückte Eigenschaft der Classencharaktere ergiebt sich offenbar 


DE) - DIR): DE), 


während andererseits nach den Eigenschaften der Zahlen- 
charaktere | | 
u (mm’) = 4 (m) m‘) 
ist. Hierdurch aber ist die behauptete Relation (11) bewiesen. 
Da zudem f(1) sich ohne weiteres gleich 1 findet, folgt 
nach der allgemeinen Euler’schen Formel (17) des ersten 
Abschnittes nachstehende für jedes s>1 giltige Gleichung: 


(13) DE Ferreerg II HH +), 
wo die Multiplikation rechts alle Primzahlen q umfasst, aus 
denen die Zahlen m zusammengesetzt sind d. i. sämmtliche 
nicht in M aufgehende Primzahlen, von denen D quadratischer 
Rest ist. Bedenkt man endlich, dass es für eine solche Prim- 
zahl qg nur zwei Wurzeln der Congruenz 


=D (mod. g) 
giebt, welche zudem einander entgegengesetzt sind, dass folg- 
lich nur zwei und zwar entgegengesetzte Ölassen C, und O! 
vorhanden sind, durch welche g eigentlich darstellbar ist, mit- 
hin hier 
I | a 
DEC) = Ki) + KG) 

ist, so findet sich 


x()-(K(C,) + KOT) 
ie 


q 
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und zufolge des Satzes m Nr. 8 des vorigen Abschnittes so- 
wie der Eigenschaften der Charaktere y und K allgemeiner 


2 - (Ko + K (CT!) 
a ren ) 


q 


Der allgemeine Faktor des Produktes in (12) nimmt da- 
durch folgende Gestalt an: 


+ EDEN) 
+0": 2@ (KO? + Kr) + 





1 1 
7.4086) 1a aRlo,) 





= TEE 


8: 1— 9 :2(0): 2 
(1-0: 2()KRlc)) (1 - gr @WK(CT'))' 
sodass man endlich folgende Gleichung erschliesst 
1(m) ZK(Om 


(13) Be 


mM 











Mm 





er 1— 7". 4)? 
Er Ia=+0:@) (1-97 :x(Q)K(CT))’ 


in welcher links über sämmtliche oben bezeichneten positiven 
Zahlen m zu summiren, rechts über: alle nicht in M auf- 
gehenden Primzahlen q, von denen D quadratischer Rest ist, zu 
multiplieiren ist. 

Man kann dieselbe Summe aber noch auf andere Weise 
erzeugen. In der That, bedeuten 


hr for. P 
irgend welche . Repräsentanten der verschiedenen Ülassen a, 
O,,... C, der Determinante D, so bilde man den Ausdruck 
VER) Nu 1). So 
(14) (0). Dem + zo) Dr 4 
7 xt) 
+ K(G) - 7 
h 


in welchem allgemein die auf die Form f; bezügliche Sum- 
mation sich auf alle ganzzahligen, relativ primen &, y.er- 
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strecken soll, welche der Form f; emen zu M primen Werth 
ertheilen und, falls D>0, den bekannten Beschränkungen 
unterliegen: | 1 

y>0, z>yy 


(y ist En , wenn TU die Fundamentalauflösung der Pell- 


schen Gleichung und f; = ax? + 2bxy + cy? ist); unter x(f;) 
ist der Zahlencharakter der jedesmaligen so durch f; darge- 
stellten Zahl zu verstehen. Lässt man dem Zeichen r die- 
_ selbe Bedeutung wie in den früheren Abschnitten, so überzeugt 
man sich sogleich, dass unter den durch die Formen in Z/ 
dargestellten Zahlen jede Zahl m und keine andere auftreten 
wird und dass, wenn alle Glieder der verschiedenen Summen 
zusammengezogen werden, in denen dieselbe Zahl m auftritt, 
L' sich folgendermassen schreiben lässt: 


Ti u > v4 (m) &K (Om) 
m’ i 





Und so entsteht durch Vergleichung mit (13) diese 
Gleichung: 








| Tg, 
III Lt 
Ma La 02@) (1- g7°.z()K(CT')) 

Bezeichnet aber p jede der Primzahlen, welche nicht in 
‘ M aufgehen und in Bezug auf welche D quadratischer Nicht- 
‚rest ist, so findet sich mittels der schon benutzten Euler- 
schen Formel die Beziehung: 


1 1 we 1.(n?) 
| | an sl | rn ET, 
OR Due Pr), en“ 


p q 








wenn die Summation rechts auf alle positiven zu M primen 
Zahlen » ausgedehnt wird. Durch Multiplikation der vorigen 
Gleichung mit dieser Summe resp. dem ihr gleichen Produkte 
gewinnen wir endlich die Gleichung, die der folgen- 
den Untersuchung zur Grundlage dient: 


1 
q (1 dr () ECG) (1 — a X (q) K(c-! ) ’ 


und in welcher P zur Abkürzung steht für 








oe pP. 
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1 
in er: 
1 u pYe ri 

und 


(17) L=K(O)- IE HE@) 5 23 


fn 


ist, wenn nun zum Unterschiede von (14) die Summationen 
über sämmtliche ganzzahlige x, y zu erstrecken sind, welche 
den bei (14) angegebenen edingangen entsprechen. 
Der ans (16) zur Seite steht eine Grund- 
formel, die wir durch ihre Logarithmirung erhalten: 


(18) log EN, x(9) 


g’ 





-H K(C\) . 





K(C) + K(07? 

EDEN nr 

4. Da es p(M) verschiedene Öharaktere y und h ver- 

schiedene Charaktere K giebt, so umfasst die Formel (17) 

wie (18) - g(M) Ausdrücke L. Diese Ausdrücke sind aber 

nicht sämmtlich von einander verschieden, vielmehr werden 

zwei derselben, welche den Charakteren X',y; K’,y ent- 

sprechen, mit einander identisch sein, wenn für jede der 

zu M primen und durch Formen der Determinante D darstell- 

baren Zahlen m und für die Classe C, durch welche die Dar- 
stellung erfolgt, 


(19) K (0) : 4 (m) = K” (©) 7’ (m) 
ist. Um dieser Bedingung auf die allgemeinste Weise zu ge- 
nügen, führen wir die eindeutig bestimmten Charaktere X, y 
ein, für welche | 
20) K’(O)=K LO). KO), Km)—=r m): x(m) 
ist, und welche demnach folgender Bedingung zu unterwerfen 
sind: 
nes) K(0) 4m) =1. | 

Ist nun zunächst C die Hauptelasse H, also K (Q- =|], 
so kann man y in der Hauptforn x? — Dy? so wählen, dass 
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Dy? durch M theilbar ist, « aber so, dass es bezüglich aller 
in M enthaltenen Primzahlpotenzen vorgeschriebene Reste lässt. 
Sei p“ eine dieser Potenzen und ® die Wurzel der Gleichung 
@+%®“) — 1, welche dem Charakter y entspricht, so kann man 
also z. B. x so wählen, dass sein Index (mod. p“) ‘gleich 1, 
seine Indices bezüglich aller übrigen Primzahlpotenzen von M 
‚aber gleich O sind; dann wird für die so dargestellte Zahl 
m = x — Dy? der Index (mod. p“) gleich 2, für alle übrigen 
Primzahlpotenzen von M aber gleich O sein, also (m) = o*. 
Die Bedingung (21) erfordert mithn ®=1dıiı.o=-]1; 
und da dies für jede der Primzahlpotenzen von M, (auch, 
wie leicht ersichtlich, für die darin aufgehende Potenz von 2) 
wiederholt werden kann, muss y ein ambiger Charakter 
sein. Nach den Auseinandersetzungen in Nr. 4 des 4. Ab- 
schnittes lässt sich demnach 
m—1 m—1 


(22) m)-4°’7° ), 


setzen, wenn unter 0°, gewisse Einheiten, unter P’ das Pro- 
dukt derjenigen ungeraden Primfaktoren von M verstanden 
wird, denen eine negative Wurzel ® entspricht. 

Ist aber zweitens Ü eine durch Duplikation einer der 
Fundamentalclassen entstandene Classe: Ü=Ü/, so ist X (0) 
— w;; da alsdann unter m eine Quadratzahl verstanden wer- 
den darf, für den ambigen Charakter y also y(m) = 1 wird, 
erfordert die Bedingung (21), dass vw" =1d..w=-+1 ıst, 
und da dies für jeden Werth von : gilt, so muss auch K 
ein ambiger Charakter also ä 





m—1 m?’—1 


(23)  KO=-e°’ N (5) 





sein. 
Die Bedingung (21) nimmt hiernach folgende Gestalt an: 


m—1 m=z—\ 
(2 12H [4 "8.5 m 
(0) 
und soll für jede zu M prime, durch Formen der Determi- 


nante D darstellbare Zahl m erfüllt sein. Bezeichnet man 
‘durch das Zeichen A den Quotienten von A durch das grösste 
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in A aufgehende Quadrat, so ist diese Gleichung mit der 
folgenden gleichbedeutend: 


2) 0 a” ( —1 


Nun ist aber, wenn man die Bezeichnungen des vorigen 
Abschnittes beibehält, für jede solche Zahl m die Bedingung 
erfüllt: 





m—1 m —1 





(25) DR U er = el. 
Ist also nicht 
(26) ‘=, Y-n, PQ=1, 
wo die voraufgehende Bedingung von selbst erfüllt ist, so muss 
(27) RR Y=n:, P=PQ 


sein. Hiernach entsprechen jedem Werthe des ambigen Cha- 
rakters X je zwei Werthe von y und folglich ist die An- 
zahl der Lösungen der Gleichung (21) gleich 21, 
Werden diese Lösungen aber in (20) eingesetzt, so erhält man 
diejenigen Charaktere, für welche die entsprechende Reihe Z 
mit der, den Charakteren X’, y zugehörigen identisch ist. 
Deshalb sind je 2“t! von den Reihen Z mit einander 
identisch, und wenn wir die Gesammtheit aller Charaktere 
K”, welche durch Zusammensetzung eines Charakters X’ mit 
den ambigen Charakteren entstehen, den Üomplex von X’ 
nennen, so dürfen wir ,sagen: Die Reihen 2, welche der, den 
Charakteren K’,x' entsprechenden Reihe identisch sind, wer- 
den erhalten, wenn man die einzelnen Glieder des Complexes 
von K mit je zwei passenden Charakteren y verbindet. Die 
Anzahl der nicht identischen Reihen ZL ist demnach 


Auch nicht identische Reihen ZL sind möglicher- 
weise numerisch gleich. In dieser Hinsicht bemerken wir 
nur Folgendes: 

1) Die Reihe Z/,, welche den beiden Hauptcharak- 
teren K,x entspricht, nämlich 
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(28) N. 


ist nebst den mit ihr identischen Reihen von allen 
übrigen verschieden, weil jede andere Reihe Z entweder 
imaginär oder, aus positiven und negativen Gliedern gemischt, 
numerisch geringer ist. 

2) Der Complex, welcher einem Charakter X’ zugehört, 
ist, wenn K’ nicht ambige ist, im allgemeinen verschieden von 
demjenigen, welcher dem entgegengesetzten Charakter X’! 
zugehört und der zum erstern entgegengesetzte heissen mag. 
Man übersieht unschwer, dass beide Complexe dann aber auch 
nur dann, von der Ordnung abgesehen, mit einander überein- 
stimmen, wenn für jede Classe ( 

KO” —-1 
ist. 

Nehmen wir nun an, die Reihe Z entspreche einem solchen 
Charakter. Weil X’ als nicht ambige vorausgesetzt ist, er- 
fordert die Bedingungsgleichung, dass wenigstens eine der 
Wurzeln w,, %, -.. Wa gleich +: sei, wir wollen daher 
annehmen, es seien 


mei ee. eWw-=-t, wm ww -—l. 


Betrachtet man dann in der Reihe Z eins der Glieder, 
für welche X’ (C)=-i ist, so ist in dem, der entgegenge- 
setzten Classe entsprechenden Gliede X (07-1) —=-+-i, während 
die zugehörigen Summen einander gleich sind, da durch ent- 
gegengesetzte Formen dieselben Zahlen dargestellt werden; 
auch können die Classen C und CE! nicht zusammenfallen, 
weil ambigen Ulassen der Charakter + 1 entspricht. Hieraus 
geht hervor, dass je zwei Glieder der Reihe Z, welche imaginären 
Werthen des Charakters Ä’ entsprechen, sich fortheben und 
dass folglich in L nur Glieder bestehen bleiben von der Form 


(0). SM 
RR TE 
wo K(C)=-+1.d.h. der Annahme zufolge, 
erde. 


ist, eine Gleichheit, welche erfordert, dass 
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ht+Nh+ :-:+h,=0 (mod. 2) 


ıst. Ist also 





8, Nı i (2) 
derjenige ambige Uharakter X, welcher der Annahme 
v=-WwW=- = -w-—]l, wu. "=-w-l 
entspricht, wo weder 
Ra WER Ze 


noch 
0, =b, n=:, 9ı=-Pf 


sein kann, da dieser Charakter vom Hauptcharakter verschieden 


ist, so leuchtet ein, dass für alle in Z verbliebenen Classen © 


mi mt 
sn + 


sein und der Werth von Z sich nicht verändern wird, wenn 
man den Charakter y in y:x, verwandelt, unter y, den am- 
bigen Zahlencharakter verstanden, welcher durch die Gleichung 





m—1 m? —1 
2 8 Mm 
(m) = 9, Nı (2) 
bestimmt ist. Da das Gleiche für die mit ZL identischen 
Reihen gilt, so folgt offenbar: Ist X’ ein nicht ambiger 
Öharakter, dessen Complex mit seinem entgegenge- 
setzten identisch ist, und Z eine ihm entsprechende 
Reihe, so werden nicht allein die 2“+! mit Z iden- 
Kerken Reihen, sondern noch (wenigstens) ZH andere 
Reihen von en Werthe sein. 

5. Nachdem dies voraufgeschickt, theilen wir nun alle 
Reihen Z in drei Arten: 

Erstens die Reihe Z, nebst den mit ihr tdentischen, 
also eine Anzahl 2“+! von Reihen; sie entsprechen offenbar 
lauter ambigen Charakteren X und y. 

Zweitens die übrigen Reihen, welche zwei ambigen 
Charakteren K,y entsprechen; unter ihnen befinden sich zu- 
gleich die mit ihnen identischen; in der That, ist Z eine von 
“L, verschiedene Reihe, welche ambigen Charakteren K’,x' 
entspricht, so werden die Charaktere X”, x” in (20), welche 
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“ 


den mit Z identischen, also gleichfalls von Z, verschiedenen 
Reihen zukommen, auch ambige sein, da sie aus jenen durch 
Zusammensetzung mit ebenfalls ambigen Charakteren entstehen. 
Drittens alle übrigen Reihen Z/. 
Setzt man nun wieder s=1--e und lässt o gegen O 
convergiren, so wissen wir aus den Untersuchungen über die 
Classenanzahl, dass (Formel (15’) des 6. Abschnittes) 


(29) lim oL,=9:h 
06 | 
ist, wenn zur Abkürzung 


0-2: [Te G-3) 


gesetzt und die Multiplikation auf alle ungeraden Primfaktoren 
von M- erstreckt wird; L, wird also bei unendlich ab- 
nehmendem o unendlich gröss, wie an. 
| Ist zweitens L eine Reihe der zweiten Art, so kann man 

mit Beachtung der Formeln (22) und (23) der zugehörigen 
Reihe L’ folgenden Ausdruck geben: 


m;—1 m —1 


ı 


h ver | 
ee en 
ER m? EAU 


a1 m; 








wo die Summation nach »; auf sämmtliche durch die Form f; in 
der bei (14) näher bestimmten Weise darstellbare, zu M prime 
positive Zahlen erstreckt werden muss. Fasst man hier alle 
Glieder zusammen, in denen dieselbe Zahl m auftritt, und be- 
denkt, dass diese, weil prim zu M also auch zu 2D, genau 
to (m)—=r:-2% Mal, wenn ® die Anzahl der Primfaktoren 
von m bedeutet, durch das Formensystem in der angegebenen 
Art dargestellt werden kann, so findet sich einfacher 


m—1 m®—1 u 
20 


’ 2 > , N 2 e r b) m EZ 
BE =:. De): m) (po) 
ausgedehnt über alle positiven zu M primen Zahlen ın, von 
welchen D quadratischer Rest ist. 

Zur Abkürzung setzen wir PQ= P,; diese Zahl ist - 
dann ein ungerader Faktor von M ohne quadratische Theiler. 


288 | Zehnter Abschnitt. 


Bezeichnet 8, das Produkt aller verschiedenen Primfaktoren 
von M, welche nicht in 2 P, aufgehen, so werden P, und S, 
zusammengenommen sämmtliche ungerade Primfaktoren von 
M enthalten. Wenn wir also setzen 


D,=+P$S? =1 (mod:4), wenn 6868 —= 1,77 = Tas 
D,=+P$S% =3 (mod.4),.: „ :098 = — 1, on Zur: 
D,=+2P8°=2(mod8), „ 00, mer 
D,=+2P8?=6 (modd8), „ = —1 =, 
und, wie früher, 


D=+%P.SeuDas 


so ist jedenfalls 2D,, weil durch alle Primfaktoren von M 
theilbar, auch theilbar durch alle diejenigen von D und folg- 
lich auch durch D’. Wir dürfen deshalb 


ADD 0 
setzen, wenn D, ungerade und D’ gerade ist, dagegen 
ns Das 


in den übrigen Fällen. Die zu M primen Zahlen stimmen 
dann mit denjenigen, die es zu 2D’D”.sind, augenscheinlich 
überein. Aehnlich wie in Nr. 4 des 4. Abschnittes nimmt 
hierdurch die Formel (30) die Gestalt an: 


‚ > 7 DD 1) 
18 — T . Fe) . 2 ) 
> m 5 


mM 


wo der frühere Umfang der Summation jetzt auch so gefasst 
werden kann, dass man über alle m zu summiren habe, welche 
prim sind zu 2D’D” und von welchen D oder auch D” qua- 
dratischer Rest ist. Eine einfache Ueberlegung führt diese 
Gleichung, wenn wieder q alle nicht in M aufgehende Prim- 
zahlen bezeichnet, von denen D quadratischer. Rest ist, in die 
folgende über: ' 








ı+ (2 > 2 
PER q gq’ 
v=:][} > var 
N a /7 


*) Vergl. folgenden Abschnitt Nr. 6. ° 
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wofür man auch schreiben kann 





3 Den 
y° 


eur 


y 





y° 


wenn man die Multiplikation über sämmtliche nicht in M 
aufgehende Primzahlen » ausdehnt, oder endlich 











wenn die Summationen auf alle positive, gegen 2D’D” prime 
Zahlen n ausgedehnt werden. 
Aus L’ erhielt man die zugehörige Reihe Z durch Mul- 


tiplikation mit 


1(n?) 
25 ? 





eine Summe, welche hier, wo y als ambiger Charakter voraus- 


1 
gesetzt also x (n?) = 1 ist, mit x 


n2 
findet sich aus der Gleichung für ZL’ diese für /: 


61) a ee 


Nun bemerke man aber, dass weder D’D” noch D” eine 
positive Quadratzahl sein kann. Denn das Erstere würde 
erfordern, dass D, eine solche also 


Bine: Bu 
sei, dass zweite hingegen, wie leicht zu erkennen, dass 


Be enn zes, Dip 





; identisch ist. Demnach 





sei, beide Fälle sind aber für die Formel (30) ausgeschlossen, 
da, wenn sie stattfänden, Z mit Z, identisch also gegen die 
Voraussetzung eine Reihe der ersten Art wäre. Demnach 
werden die beiden Summen, welche in (31) auftreten, genau 


Bachmann, ‚Analytische Zahlentheorie. 19 
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diejenigen Summen sein, welche zur Bestimmung der Classen- 
anzahl für die beiden Determinanten D’D” und D’?D” dienen, 
und werden folglich, wenn s—= 1 + o gesetzt und o der Null 
unendlich genähert wird, endliche von Null verschiedene 
(@renzwerthe haben. 

Aus dieser Betrachtung folgt für alle Reihen der 
zweiten Art der Schluss, dass sie mit unendlich ab- 
nehmendem o gegen Se endliche von Null verschie- 
dene Grenze convergiren. 

6. Wir haben nun dasselbe nachzuweisen für alle 
Reihen der dritten Art. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns in Gleichung (18) für 
K einen bestimmten Charakter gesetzt, für y aber successive 
alle verschiedenen Uharaktere, und addiren alle g(M) so ent- 
stehenden Gleichungen. Erinnert man sich der Formeln (11) 
und (11a) des 4. Abschnitts, so sieht man sogleich die Richtig- 
keit folgender Formel ein: 


„an [SOLLE , 3 Darth 


q 
32 L 
— log 5, 
X 


in welcher die erste Summe links auf alle Primzahlen q der 
früher bezeichneten Art auszudehnen ist, welche selbst =1 
(mod. M) sind, die zweite auf alle diejenigen jener Primzahlen, 
deren Quadrate es sind u. s. w. 

Ist X(C) ein ambiger Charakter also identisch mit einer 
der Grössen Ä (©), so sind in jeder der genannten Summen 
die beiden Charaktere einander und mit der positiven Einheit 
gleich, da jede Classe, durch welche Zahlen m = 1 (mod. M) 
darstellbar sind, zum Hauptgeschlechte gehört. In diesem 
Falle nimmt die vorige Gleichung also die Form an: 


a [iH Dhr-]- Zink 


Da es aber für jedes X zwei Charaktere y giebt, für welche 
zwei Reihen Z identisch werden, und da für diese, nur um 
einen ambigen Faktor verschiedenen Charaktere y? also auch P 
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‚denselben Werth hat, so kann man vorstehende Gleichung 
einfacher so schreiben: 


(83) Pa SAHNE +) -5 log 5, 


wo man nun die Summation zur Rechten nur noch auf nicht 
identische L zu erstrecken hat. 

Lässt man ferner in (32) X sämmtliche Charaktere an- 
nehmen und addirt alle so entstehenden 7 Gleichungen, so findet 
man mit Hilfe der Formeln (7) und (7a) folgendes Resultat: 


(34) 2h-p(Mm).| I) na es] mL log . 


wo links die erste Summe auf alle diejenigen der Primzahlen q 
bezüglich ist, welche = 1 (mod. M) und durch die Hauptelasse 
darstellbar sind, die zweite Summe auf diejenigen, deren Qua- 
drate diese Bedingungen erfüllen u. s. w. 

Auf Grund dieser Formeln gelingt der Nachweis, 
den wir führen sollen, wenn wir uns noch auf den Um- 
stand stützen, der eines besonderen Beweises bedarf, den 
wir aber vorläufig hier voraussetzen, dass nämlich die Reihen 
der dritten Art nebst ihren nach oe genommenen Ab- 
leitungen für alle Werthe von e>0 endliche, stetige 
‘Funktionen von o sind. Für die mit P bezeichnete Grösse 
ist dasselbe nach den Grundsätzen der ersten Abschnitte un- 
schwer zu erkennen, und da diese Grösse für o>0 einen 
endlichen, von Null verschiedenen Werth hat, gilt Gleiches 





dann auch von z - Da zudem dieser Quotient nach (16) einem 


Produkte gleich ist, dessen allgemeiner Faktor offenbar eine 
rationale Funktion von y(g) mit reellen Coefficienten ist, so 


werden die beiden Ausdrücke ei = welche demselben Cha- 


rakter X, aber entgegengesetzten Charakteren y, y7' entspre- 
chen, wenn sie identisch sind, reell und gleich,. wenn sie aber 
nicht identisch sind, im allgemeinen conjugirt imaginär sein. 


B L » 
Setzt man im ersteren Falle „ —=f (0), so darf man in 


Folge des vorausgesetzten Umstandes 
19* 
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RE 


pP FOJeRO=T (00) 
schreiben, wo 8 ein positiver echter Bruch ist, und folglich 


.. L .. .. 
würde, wenn 5 für o=0 verschwände, 


L ’ 
also 


log 5 — logo + log T 


sein, wo T bei unendlich abnehmendem o endlich 
bleibt. 
Im anderen Falle setze man 
L i 
> = flo) + ih(e); 
dann kann man in Folge des vorausgesetzten Umstandes 
schreiben: 
L ‚ pr 
=) + ih) + olf@e) + if (Are)], 
wo 9, 8, positive echte Brüche sind, und daraus folgt dann 
L, , 76 | 
2 N) hl) + elf @e) eh Ao)]: 
So oft demnach Z mit unendlich abnehmendem o gegen 
Null convergirt, wird | 


L ‚ pr 
p = elf Ro) + en (d,o)l 
183 Ev Kr 
v2 —= o|[f’(Pe) — if; (90) 
also 
b IR 92 ’ 9 4 2 
ea (de) + fı (9o)°| 
sein, wo der Faktor von 0° mit unendlich abnehmendem 0 
eine endliche Grenze hat. Demnach wird dann 


Lı 


log 5 + log = 2 logo +logr | 


sein, wo FT bei unendlich abnehmendem o endlich‘ 
bleibt. 

1) Dies vorausgeschickt, nehmen wir nun erstens an, dass 
eine Reihe Z der dritten Art, welche einem ambigen Cha- 
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rakter X entspricht, für o = 0 verschwinde. Wir stützen uns 
dann auf die Formel (33), indem wir in derselben s=1-+o 
setzen und o gegen (0 convergiren lassen. Auf der linken 
Seite nähern sich dann die sämmtlichen Summen endlichen 
Werthen, ausgenommen die erste, welche nach Nr. 6 des 4. Ab- 
schnittes über jede Grenze hinaus wächst, und somit wird die 
linke Seite positiv unendlich. Rechts haben wir unter den 
Reihen Z 

zunächst die Reihe Z,, aber keine ihr gleiche; das ent- 
sprechende Glied der Summe wird unendlich gross wie — logo; 

sodann die Reihen der zweiten Art, welche gegen ehd- 
liche, von Null verschiedene Grenzen convergiren; die ent- 
sprechenden Glieder zur Rechten bleiben endlich; 

schliesslich Reihen der dritten Art. Hätte nun ein sol- 
ches Z mit unendlich abnehmendem o die Null zur Grenze, 
so würde, da unter den Reihen zur Rechten ‚keine identischen 


t L 
vorhanden sind, neben dem Ausdrucke z der Ausdruck A 2 
® 1 


® 


je nachdem der erste oder der zweite der zuvor unterschiedenen 
Fälle stattfände, nicht auftreten oder auftreten; man hätte im 


ersteren Falle rechts ein entsprechendes Glied log a welches 


unendlich gross würde wie log oe, im zweiten Falle zwei 


2 L L er 
Glieder, deren Summe log » + log unendlich gross würde 
1 


wie 2logo. Tritt also ein Fall der ersteren Art genau n, ein 
Fall der zweiten Art genau m Mal ein, so kann die rechte 
Seite der Gleichung (33) gleich 


(2m +n— 1)loge + logf 


gesetzt werden, wo T endlich bleibt, sie wird also entweder 
endlich bleiben oder negativ unendlich, wenn nicht m, n 
beide gleich Null sind. Da dies dem Verhalten der linken 
Seite widerspricht, müssen m, n beide Null sein, keine Reihe 
der dritten Art also, die einem ambigen Charakter K 
entspricht, kann mit e zugleich verschwinden. 

2) Nehmen wir zweitens an, dass eine Reihe der dritten 
Art, die einem nicht ambigen Charakter X entspricht, für 
e=0 verschwinde; dann stützen wir uns auf die Gleiehung (34). 
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Auf ihrer rechten Seite finden sich genau 2“+!, nämlich die 
mit Z, identischen Reihen von gleichem Werthe mit dem der 


Reihe Z,, die Summe der ihnen entsprechenden Glieder log 4 


wird bei unendlich abnehmendem oe unendlich gross wie 
— 2“+1]ogo. Ferner finden sich die sämmtlichen Reihen 


der zweiten Art, denen endlich bleibende Glieder log 5 ent- 


sprechen. Endlich -die Reihen der dritten Art, von welchen 
nach dem soeben Bewiesenen diejenigen, welche ambigen Cha- 


rakteren X entsprechen, endlich bleibende Glieder log 5 liefern. 


Hätte nun eine Reihe der dritten Art, die einem nicht ambigen 
Charakter K entspricht, bei unendlich abnehmendem o die 
Grenze Null, so würde zunächst dasselbe gelten von allen 
2«+1 mit ihr identischen Reihen, welche dem Complexe von 
K entsprechen. Sei dann Z, die Reihe, die dem entgegen- 
gesetzten Charakter A! entspricht; dem allgemeinen Aus- 
drucke (16) für die Reihen Z zufolge hat sie nebst allen ihren 
identischen, dem entgegengesetzten Complexe entsprechenden 
241 Reihen den gleichen Werth wie die Reihe Z und dem- 
nach auch die gleiche Grenze. Sind also die beiden entgegen- 
gesetzten Uomplexe verschieden von einander, so werden die 


entsprechenden 2“? Glieder log 5 auf der rechten Seite von 


(34) unendlich gross werden wie logo; sind sie beide mit 
einander identisch, so entsprechen ihnen zwar nur 2“t1 Glie- 


L “+ } 4 
der log, doch wisserf wir nach der zweiten Bemerkung am 


Schlusse von Nr. 4, dass wenigstens noch 2“! andere Glieder 
vorhanden sind, für welche Z denselben Werth und demnach 
auch dieselbe Grenze hat. Wenn also jener Fall sich m, dieser 
dagegen sich n Mal ereignete, so würde überhaupt die rechte 
Seite der Formel (34) gleich 


212m + 2n—1)loge-+logf 


gesetzt werden dürfen, wo T bei unendlich abnehmenden: o 
endlich bleibt. Während aber die linke Seite dieser Formel 
wesentlich positiv bleibt, wie klein o auch werde, würde 
hiernach die rechte Seite negativ unendlich, sobald wenig- 
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stens eine der Zahlen m, » von Null verschieden wäre, ein 
Widerspruch, aus welchem folgt, dass keine der Reihen 
der dritten Art die Null zur Grenze haben kann. 


7. Nachdem dieser Punkt klargestellt worden ist, macht 
der Beweis des Dirichlet’schen Satzes keine weitere 
Schwierigkeit. 

Wir haben die Linearform Mx-+- N als eine primitive 
d.h. N als gegen M prim vorausgesetzt, dieser Zahl entspricht 
also für jede Wahl des Charakters y ein bestimmter Werth 
4(N) desselben. Multipliciren wir nun die Gleichung (18) 
mit x=!(N), wählen y auf alle zulässige Weise und addiren 
die p(M) so entstehenden Gleichungen, so finden wir auf 
Grund der Formeln (11) und (11a) des 4. Abschnittes zunächst 
folgende Gleichung: 


a De era Basel 
(35) - DM): log 2 = 


wo die erste Summe links auf alle diejenigen der Primzahlen 9 
bezüglich ist, welche = N (mod. M) sind, die zweite auf alle 
diejenigen, deren Quadrate es sind u. s. w. Nun sei Ü eine 
beliebig gewählte Ulasse; multiplieiren wir vorstehende Glei- 
chung mit KX(C), wählen X auf alle zulässige Weise und 
addiren die so entstehenden A Gleichungen. Beachten wir 
hierbei, dass, wenn Ü’ irgend eine Classe und U! die ent- 
gegengesetzte bezeichnet, nach (7) und (7a) die Summen 


DI’ E(C)K(C", >; K(©) K(C'-1) 


beide verschwinden, wenn weder CC’-! noch CC’ die Haupt- 
classe d.h. wenn Ü von ©’ und von U’! verschieden ist, dass 
dagegen eine jener Summen gleich h, die andere Null wird, 
wenn ( mit einer jener Classen übereinstimmt, und endlich 
beide Summen den Werth h haben, wenn ( sowohl mit CO’ als 
mit 0’! übereinstimmt also ambige ist. Mit Rücksicht hierauf 
führt dann die angegebene Addition zur folgenden Formel: 
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-h-p(M): Bar DI : a 
ZZ MEO. log 5 = 


in welcher e=2 oder e=]1 ist, je nachdem (Ü eine ambige 
Classe ist oder nicht, während die erste Summe links auf 
alle diejenigen der Primzahlen q9 bezüglich ist, welche = 
(mod. M) und durch die Classe U darstellbar sind, die zweite 
auf alle diejenigen, deren Quadrate diese Bedingungen er- 
füllen, u. s. w. 

In der so gewonnenen Gleichung setzen wir nun s=1-+o 
und lassen o unendlich klein werden. Rechts bleiben dabei, 
dem vorher Bewiesenen zufolge, sämmtliche 7 zweiter und . 
dritter Art von Null verschieden und geben endliche Glieder, 
die 2“+1 Reihen aber, welche mit Z, identisch sind, geben 
zusammengenommen ein Glied von der Form 


log L,:- 2) x (N) K(0), 
K,xX 


wo. die Summation über alle ambigen Charaktere X d. h., 

wenn » irgend eine durch die ÜOlasse Ü darstellbare zu 2D 
prime Zahl bedeutet, über alle Werthe 
n—1 n®—1 

ee ee 

Kioyo ges (5) 

und über die beiden zugehörigen ambigen Uharaktere 


N—1 N—1 


MM -er7e le) 


N—1 N?—1 


“N =x(N= (@ an (me) 9 (5%) 


erstreckt werden muss; der Faktor von log L, lässt sich daher 
schreiben: 


und 


hi u ee ze J BALKE: zz —1 Eu. 


wenn man die Summe auf alle, den ambigen Charakteren ent- 
sprechenden Werthsysteme ®, 7, © ausdehnt. 
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Ist folglich N mit den Geschlechtscharakteren 
der Classe Ü verträglich, d.h. finden die Gleichungen statt 


9 (N)=gp(n), p(N)=g”(n),...vy(N)=Yn),..., 


so ist zunächst 
Na wei 


rn 
und die sämmtlichen Grössen 
p(nN), P’"(RN),... v(nN),... 


sind der positiven Einheit gleich. Ferner ist dann die Summe 








Der; le) 


zufolge der Schlussbemerkung von’ Nr. 2 gleich dem Produkte 


= (1 _ p' (nN)) (1 + go” (nN)):-- (1 v’(nN))--. 


% 








Der Faktor von log Z, wird mithin 2“+!1. In diesem Falle 
enthält demnach die rechte Seite der Gleichung (36) das 
Glied 2“+1]og Z, und wird mit ihm für o=0 unendlich 
gross wie — 2“t!]logo; die linke Seite muss folglich auch, 
wenn e gegen Null conversirt, über alle Grenze hinaus wachsen, 
und da die Summen von der zweiten an dabei endlichen Grenzen 
sich nähern, muss die erste Summe unendlich werden also 
auch aus einer unendlichen Menge von Gliedern bestehen. 
Die Anzahl der Primzahlen g, welche von der Linear- 
form Mxz-+ N und durch eine Form der Ulasse Ü dar- 
stellbar sind, ist also. unendlich gross, was bewiesen 
werden sollte. — 


8. Damit die vorstehende Beweisführung aber ohne jedes 
Bedenken bleibt, ist nun der Umstand noch zu beweisen, den 
wir bisher vorausgesetzt haben: dass die Reihen der dritten 
Art — und die der zweiten verhalten sich gleichermassen — 
für o>0 endliche und stetige Funktionen von e sind mit 
ebensolchen Differentialquotienten. Es ist dies gerade die 
anfangs erwähnte Lücke in der Darstellung, welche Dirichlet 
von seiner bezüglichen Arbeit gegeben hat, und die Abhandlung 
von Weber ist hauptsächlich dazu bestimmt, sie in dem Um- 
fange, wie seine Aufgabe erheischte, zu erledigen; ihre Aus- 
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füllung in dem weiteren Umfange der hier behandelten Auf- 
gabe aber ist von A. Meyer im wesentlichen auf die Weber- 
schen Resultate zurückgeführt worden. Leider jedoch stützt 
sich nicht nur der so gewonnene Nachweis theilweise auf ein 
sehr hoch liegendes Gebiet der Analysis, auf die Transforma- 
tionslehre der Thetafunktionen von zwei Veränderlichen, son- 
dern er ist auch ausserordentlich umständlich, sodass der 
Wunsch nicht ungerechtfertigt ist, er möge durch einen ein- 
facheren ersetzt werden können; und so müssen wir uns damit 
begnügen, die Hauptpunkte desselben hier zu entwickeln, den 
Leser, der für seine Einzelheiten ein Interesse a. ar die 
erh verweisend. 
Gehen wir aus von der Summe 


u NT 
(37) >, u (ax? + 2bay + cy®)°’ 


in welcher die Summation auf alle canzzahligen %,y bezogen 
sei, welche der quadratischen Form f einen positiven, zu 2D 
primen Werth ertheilen und im Falle D>0 den bekannten 
Ungleichheiten unterliegen: 





(37a) y>0, > u y=yy. 


Setzt man s= 6-5, wo 6 beliebig wenig über der 
Einheit liegt, so kann man schreiben: 


Bi : 
> 5 -, Pan 
wo nun DE dr > m endlich ist. Mithin ist (37) für 


jedes s>o6 d.i. offenbar für jedes s> 1 nach Nr. 5 des 
3. Abschnitts eine stetige Funktion von s, welche einen 
gleichfalls für jedes s>1 stetigen Differential 
tienten 

"log f 

fs 


besitzt. Auch wissen wir, dass 
RE 
0. pi+e 


bei unendlicher Abnahme von 0 gegen einen endlichen 





.w 
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Werth g convergirt, der für alle Formen f derselben 
Determinante der gleiche ist. Setzen wir hiernach 


2 | 
So ei 0) 


"log f I ‚ 
ana D (0); 


und 





so handelt es sich in erster Linie darum, nachzuweisen, 
dass ®(e) und ®’(o) bei unendlicher Abnahme von o 
endlich bleiben. Wir wollen dies nach Weber für den 
ersteren Ausdruck zeigen, für den zweiten geschieht es durch 
genau entsprechende Betrachtungen. 

Wir dürfen zuvörderst die quadratische Form so wählen, 
dass a positiv und prim zu 2D, b aber theilbar durch D und 
im Falle eines .ungeraden D ungerade ist, sodass dann c 
gleichfalls theilbar durch D aber stets gerade ist. In der 
That, wären b, c in der Form (a, b,c) nicht so beschaffen, 
so könnte eine Zahl b’ durch die Congruenzen 


b=b (mod.a), b’=0 (mod. D) 
bestimmt werden, denen sich, wenn D ungerade ist, die dritte 
DER (mod. 2) 


hinzufügen lässt, sodass dann b’ eine ungerade durch D theil- 
bare Zahl wird; wegen der Congruenz (mod. a) findet sich 
bD?’=W=D (mod. a), also aus der Gleichung D’?— D=.ac 
ein durch D theilbarer stets gerader Werth für c’; die Form 
(a,b’,c’) wäre aber der Form (a,b,c) äquivalent und dürfte 
statt ihrer gewählt werden. — Bei solcher Wahl der quadra- 
tischen Form kommt die bei der Summe (37) geltende Be- 
schränkung der Zahlen x, y, wonach f prim sein sollte zu 2D, 
offenbar darauf hinaus, dass x prim zu wählen ist gegen 2D. 

Dies vorausgeschickt, denken wir uns einmal im Gegen- 


theil die Summe a 
er 


auf sämmtliche ganzzahlige & erstreckt, für welche, falls 
D>O ist, <> yy ist. Die Glieder dieser Summe lassen sich 
dann in Gruppen fassen, je nach dem grössten gemeinsamen 
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Theiler von x und 2D, sodass, wenn d sämmtliche Theiler 
von 2D bedeutet, 


BI m 


d 
(«>yy) (de > yy) 
wird, falls man zur Abkürzung 


aat2baytef=(ay) . 
setzt und durch ein & ohne Accent eine Summation bezeich- 
net, bei welcher x alle mit der für den Fall einer posi- 
tiven Determinante hinzugefüsten Ungleichheit verträglichen 
ganzen Zahlen, durch das 2 mit Accent eine solche, bei der & 


‘ 


nur die zu 2 primen, mit der beigefügten Ungleichheit 


verträglichen ganzen Zahlen durchläuft. Ebenso ist, wenn 


% ; ZU s : 
rechts nur über die zu 775 Primen x summirt wird, 


Sa 


(de>yy) (dia>yy) 

wobei d irgend einen Theiler von 2D und d alle Theiler von 
— bedeutet. Nach dem Umkehrungsprincipe, welches wir in 
Nr. 4 des folgenden Abschnittes erörtern werden, findet sich 
hieraus unter Anwendung der dort eingeführten Funktion u(r) 
sogleich die Beziehung: 

€ 1 1 
IQ an 2)» Mai PeBil2e 2 u)" 
Ei > (ey) r° 2, (e@ Birne 

(@>ry) (de>yy) 
wo die Summation nach d auf sämmtliche Theiler d von 2D 
erstreckt werden muss. Hier ist 
dz,y) = a: da? + 2b-.day+ c- YP=d.a(lw— a’'y)(x — ß'y) 
und die beigefügte Ungleichheit dz > yy mit 

>y'y 

identisch, wenn «, ß dieselben Werthe bezeichnen, wie in 
Nr. 3 des 5. Abschnittes und 


’ & 7 


TE -#, rt 


als 
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gesetzt wird, so dass 





| ee 
ist. Lässt sich also zeigen, dass 
Son A 
39 - 
2 er @—- Byte @ 


für irgend einen constanten von der Classe, zu der die Form 
(a, b, c) gehört, unabhängigen Werth g’ bei unendlich ab- 
nehmendem o endlich bleibt, so wird vermöge der Gleichung 
(38) der Nachweis für die Differenz ®(e) und für eine gewisse 
Uonstante g, die dann keine andere sein kann, als die oben 
angezeigte, gleichfalls erbracht sein. 

Nennen wir a(@ — «'y) (ce — P’y) kurz Y(x,y), benutzen 
die bekannte Formel 


vs IE 0) 
Eier 
J au 
und setzen 


(40) n— feat Deren, 


Oo 
0 





wo die Summe in gleicher Bedeutung zu nehmen ist wie zuvor, 
so genügt es, wie unschwer zu erkennen, wenn man, statt für 


den Ausdruck (39), für den Ausdruck 


BUS 
a6 


den Nachweis beibringt, dass er bei unendlich abnehmendem o 
endlich bleibt. Hierbei muss man aber die Fälle einer posi- 
tiven und negativen Determinante unterscheiden. 


Ist 1) D<O und 


(tk) - Devon, 


wo die Summation auf alle ganzzahligen &, y bezüglich ist, 
ausgenommen @—=y=(0(0, so lässt sich aus einer Rosen- 
hain’schen Formel, die der Transformationslehre der Theta- 
funktionen zweier Veränderlichen angehört, die Beziehung ent- 
nehmen: | 


Or, 
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wo =, ist, und mit ihrer Hilfe 


(40) „| B(d) dt 


in die Form bringen 





‚ 1 1 BI Br 
net He eye +: 9a), 


wo die Integrale, wie einfach zu übersehen ist, endliche und 
stetige Funktionen von o sind; man findet demnach 


lin (7-8) = io at fown(u+ Y)i 


d. i. gleich einem endlichen Werthe. 
Ist 2) DF=0°EB0818b 


(41) dt) — >) Due nern, 


y=V a>yY'y 
während «@’<ß’<y’ ist. Da, wenn y einen festen Werth 
bedeutet, die Funktion 


e—tal@—a’ y)(@—ß'y) 


mit wachsendem x abnimmt, und die Funktion 
= ar « 
p(Y) = | e-ta@— ey) @—P'y) dx = ferrlet met m).di 
v'y 0 


eine mit wachsendem y gleichfalls abnehmende Funktion ist, 
so lässt sich die Doppelsumme (41) mittels des Doppel- 
integrales 


N 
[6 >) je) 


Serwemene-en .- d& dy s 


07 
dessen Werth ohne Mühe gleich 


1 
2ta(f’ —e) 


lo& IT en 
a 


gefunden wird, in Grenzen schliessen: 
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er {eo} 
g — taz? tayıy a.) — Bi) 
oa<lrfe +2: 
0 eu 


oo 
ut) > - Er >! era) #); 
yo 


hierbei steht 9 zur Abkürzung für die — wie durch Substitu-_ 
tion der Werthe für «’, 8’, »’ sogleich einzusehen — nur von 
der Determinante D abhängige Constante 


Be ey Tas 
ach 7) log oo 
Da nach bekannter Formel 


ee} ö en. 

1 7c 

—tax? a Bei u 
fe de=, V: 


0 





’ 
& 
De 


die auf y bezügliche Summe aber eine Thetareihe ist, welche 
mittels der im 7. Abschnitte hergeleiteten T'rransformations- 
gleichung in die Gestalt 











Vr a? 1 
— 04 Per en = 
2 Ve yay — ey — P)) nn) 2 
gebracht werden kann, darf man statt obiger Ungleichheiten 
die folgende Gleichung setzen: 


(42) = +7 70, 


in welcher ®(t) für jedes positive endliche ti; z. B. für alle 
Werthe von £ von O bis 1, in zwei endliche Grenzen einge- 
schlossen bleibt. 

Andererseits wird, wenn A kleiner ist, als der kleinste 
positive Werth, den y(x,y) für die ganzzahligen x, y annehmen 
kann, nicht nur die Funktion 9 (t) selbst, sondern auch noch 
das Produkt e'#(t) eine mit wachsendem Z unendlich ab- 
nehmende Funktion sein, sodass, wenn 


(43) Bd) —e + W(t) 
gesetzt wird, für alle 2>1 die Funktion #(t) zwischen den 
Grenzen O0 und e“#(1) verbleibt. 


Zerlegt man demnach in (40) das Integrationsintervall ın 
die Theile O bis 1 und 1 bis oo, und ersetzt 9(f) in diesen 
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Theilintervallen bezüglich durch die Ausdrücke (42) und (43), 


so erhält man 


1 N - 
I, -/ (& au 5(N) R dt + few it dt 
S > t Vi r : 


at (0) 
=! +J Ber at + fer wat. 
0 1 


Nun ist das letzte Integral wieder für jedes positive und nega- 
tive o, das erste für jeden Werth von e > — '/, endlich. und 
stetig, und somit findet sich sogleich 


oO) 


g=0 


51 o 
N at fer: 
lim. (4, ) J 2), u ep (1) dt 


d. 1. gleich einem endlichen Werthe, w. z. b. w. 


9. Nachdem dieser erste Punkt erledigt worden, be- 
trachten wir nun für irgend einen Werth des Charakters 
die Summe 

Fate 
71780? 





auf alle ganzzahligen x, y erstreckt, welche der Form 


f= aa? + 2bay + ey? — (x, y) 


einen gegen M primen Werth verleihen und für den Fall einer 
positiven Determinänte die Ungleichheiten (37a) erfüllen. Diese 
Systeme x, y können; wie in Nr. 3 des 6. Abschnittes, in eine 
endliche Anzahl von Gruppen vertheilt werden, wobei die 
Systeme derselben Gruppe die Form haben: 


<=Me+5, y—=Mw-+n, 


während &, 7 gewisse nicht negative ganze Zahlen <M be- 
deuten. Da hiernach für alle Systeme derselben Gruppe 


(, 9) = (&, 7) (mod. M) 


ist, so wird 


a Y) 2 
ee) De 
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und die für den Fall einer positiven Determinante hinzu- 
zufügenden Ungleichheiten nehmen die Gestalt an 


(37b) | w>0, Me+&8>y(Mw-+n). 
Die letzte Summe in der vorstehenden Gleichung kann durch 
diese andere ersetzt werden: 


1 > 1 
ee 


2”, Ww 
wenn 
Ser re 
ran 0 Ara a 
gesetzt wird. 
Lässt sich nun zeigen, dass der Unterschied 





1 v 1 
Fr DE, wtf n) 78 => (e,ytte 


mit unendlich abnehmendem o sich einer endlichen Grenze 
nähert, so muss für denselben Werth der Constanten g, 
welcher in der voraufgehenden Betrachtung galt, 





Nee! 
B+S,wtmtt 


v,w 


sowie auch 





Br > 1 10] 
nun. 


eine Funktion von g sein, die bei unendlich abneh- 
mendem o endlich bleibt, und demnach gilt mit Rück- 
sicht auf (44) dasselbe auch für die Differenz 


5 a (a, y) 9 
(45) X (0) - > at Mi Dı6, n): 


5,7 





In welcher Weise jener Beweis gewonnen wird, bei welchem 
wieder’ die Fälle einer positiven und einer negativen Determi- 
nante auseinandergehalten werden müssen, dies weiter aus- 
einanderzusetzen müssen wir uns hier versagen, vielmehr den 
Leser auf die Meyer’sche Abhandlung selbst verweisen. 
Nachdem er geliefert, handelt es sich allein noch um die Be- 
stimmung der auf alle zulässigen Systeme &, n bezogenen 


Summe 
Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 20 
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BAD: 
‚N 


Es wird daselbst gezeigt, dass diese Summe immer verschwindet, 
ausgenommen, wenn x mit einem der ambigen Olassencharaktere 
K’ übereinstimmt, in welchem Falle 


(46) Dan) = K(C): Mp(M) II (iz FR 


ist, wenn Ü die Classe bezeichnet, zu welcher die Form 


(2, y) = aa” + 2bay + cy’ 
gehört, und das Produkt auf alle Primfaktoren p von M be- 
zogen wird, welche nicht in 2D aufgehen. 
Für solchen Charakter x geht hiernach aus (45) fol- 
gende Gleichung hervor: 


ıM) _9:M zı,n 
(47a) Re ee (©) + %le), 


wo M zur Abkürzung steht für das Produkt 
BE Sf 
M Il ( (2%) 2) 
und die Constante y, wie hervorzuheben ist, nur von der Deter- 


minante D abhängig also für jede der Formen f dieselbe ist; 
für jeden andern Charakter y ist einfacher 


(47b) En —X(e). 


Diese Betrachtung gilt aber für jede der Summen, aus 
denen die Reihe L+ zusammengesetzt ist, und demnach wird 
man folgende Formel erhalten: 


im Falle der Gleichung (47a) 
=. ZKEOKO+ZKOX), 
im Falle der Gleichung (47b) 
1 Ixo)x), 


wo die Funktionen X(e), die den verschiedenen in Z auf- 
tretenden Formen f entsprechen, durch den Index (', welcher 
die zugehörige Classe bezeichnet, unterschieden worden sind. 


1 


» 


Ausdehn. d. Satzes v. d. arithm. Progress. auf quadr. Formen. 307 
Nun verschwindet aber nach Formel (6) die Summe 
2; K(C) K‘(C), 
Ü 


wenn nicht X(C) X‘ (C) dem Hauptcharakter, d.h. da X (C) 
ein ambiger Charakter ist, wenn nicht X(C)=K(C)=yx(f) 
und folglich Z eine Reihe der ersten Art ist. Für jede Reihe 


.L der zweiten oder dritten Art ergiebt sich also 


L -2 K(C) X. (o) 


d. h. sie sind stetige Funktionen der positiven Ver- 
änderlichen go, welche bei unendlich abnehmendem oe 
gegen eine endliche Grenze convergiren. 

Für ihre nach o genommenen Differentialquo- 
tienten kann derselbe Umstand auf ganz analoge 
Weise hergeleitet werden, wenn man statt der Summe 


ENT ROET 
zart 


die Summe 


der Betrachtung zu Grunde legt“). 





*) Zu diesem Abschnitte sei noch bemerkt, dass der Dirichlet- 
sche Satz schon von Schering bewiesen worden ist (s. seine Abh.: Die 
Fundamentalclassen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen, 
Göttingen 1869 8.5), sein Beweis ist aber niemals veröffentlicht worden. 
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Zahlentheoretische Funktionen. 


1. Ist F(n) eine Grösse, welche für jeden ganzzahligen 
Werth von n oder auch nur für alle ganzzahligen Werthe 
von näher bestimmter Art einen bestimmten Werth hat, so 
heisst sie eine zahlentheoretische Funktion. Wir sind 
solchen zahlentheoretischen Funktionen in den vorigen Ab- 
schnitten schon mehrfach begegnet, z. B. zählen dahin die 
Summe aller Theiler einer Zahl, sowie auch die Anzahl aller 
Darstellungen einer Zahl durch die quadratischen Formen 
einer gegebenen Determinante, u. a m. Die Untersuchung 
dieser, zahlentheoretischen Funktionen und ihres Zusammen- 
hangs unter einander bildet ein besonderes, weites Gebiet der 
Wissenschaft, das von höchstem Interesse, aber noch längst 
nicht genügend durchforscht ist”); gleichwohl sind es gerade 
die analytischen Methoden, welche auch auf diesem Gebiete 
schon manches interessante Ergebniss ‚geliefert haben, und so 
wollen wir diesen Abschnitt der Darstellung einiger der wich- 
tigsten Untersuchungen widmen, welche sich auf diesen Gegen- 
stand beziehen, 

Wir nehmen dabei unsern Ausgangvon einem sehr 
einfachen Satze der Combinationslehre. Sind nämlich 


(1) ERDE DES SS 


irgend welche Elemente in beliebiger Anzahl, so ist stets die 


*) Vielleicht nicht mit Unrecht spricht C&esaro in seiner später 
näher bezeichneten Abhandlung die Meinung aus: pour nous l’avenir 
de l’arithmetique est dans une habile combinaison de fonctions habile- 
ment choisies. 


8 
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Anzahl all’ ihrer Combinationen in gerader Menge 
(zu denen auch der Fall gerechnet wird, wo gar kein Ele- 
ment genommen wird) gleich der Anzahl all’ ihrer Com- 
binationen in ungerader Menge. Denn, ist ® die Anzahl 
der Elemente, so ist die erstere Anzahl 


(8 — 1) (8 — 1) (ö — 2) (ö — 3) 
Ir ae ea 3 a 
die zweite Anzahl 
ö (8 — 1) (8 — 2) 
gr 1,2173 ur: 
und beider Unterschied nach dem binomischen Lehrsatze 
(1 — 1) —=0. 


Auf diesem Satze beruht es ‚ dass, welche Zahlen die 
Zeichen (1) auch bedeuten, in dem entwickelten Produkte 


2) BE on. | 
die Anzahl der positiven Glieder gleich der Anzahl 
der negativen ist. 

Versteht man nun unter den Elementen (1) verschiedene 
Primzahlen und setzt dann 


(8) | Den en 
so sind die Glieder des entwickelten Produktes (2) die sämmt- 
lichen Theiler von P, die positiven diejenigen Theiler, welche 


aus einer geraden, die negativen diejenigen Theiler, welche 
aus einer ungeraden Menge verschiedener Primfaktoren zu- 











sammengesetzt sind. 

Wir führen hier eine Funktion ein, die, soviel ich sehe, 
zuerst von Mertens benutzt worden ist*) und sich bei diesen 
Untersuchungen als sehr bequem erweist. Wir verstehen 
nämlich unter u(n) die positive oder die negative 
Einheit, je nachdem n das Produkt aus einer geraden 
oder aus einer ungeraden Menge verschiedener Prim- 
faktoren ist, wobei wir die Zahl 1 stets zur ersteren 
Kategorie zählen; dagegen setzen wir u(n)=0, so oft 


*) Journal für die reine und angewandte Mathematik Bd.77 p. 289 
„Ueber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie“, 


“3 
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n gleiche Primfaktoren, also noch ausser der Eins 
quadratische Theiler enthält. 
Aus den voraufgeschiekten Bemerkungen folgt dann sofort 


Du)=0, 


wenn diese Summe auf alle Theiler d von P ausgedehnt wird. 
Setzt man aber 


(4) N=-VaySmaer 


? 


so gehören die Theiler von P auch zu denen von N, alle 
übrigen Theiler d von N aber haben wenigstens zwei gleiche 
Primfaktoren, für sie also ist u(d) = 0. Demnach dürfen wir 
offenbar den allgemeinen Satz aussprechen: Es ist 


(5) Zu@)=9, 

wenn die Summation über alle Theiler einer von | 
verschiedenen Zahl N, sie selbst und die Einheit unter 
den Theilern mitgerechnet, erstreckt wird. 

2. Auf dieser fundamentalen Eigenschaft der 
Funktion u(n) beruht ein Umkehrungsprincip, welches 
die mannigfaltigsten Anwendungen gestattet, und aus 
dem wir hier eine ganze Reihe von Folgerungen herleiten 
werden. 

Seien f(n), F(n) zwei zahlentheoretische Funktionen, 
welche mit einander in der Art verbunden sind, dass für jede 
positive ganze Zahl n» die Gleichung stattfindet 


f(r) — F(n) — F(2n) F(8n) - ame 
abgekürzt: 
(6) f(n) =D F (kn), 


mit anderen Worten, nehmen wir an, es beständen die Glei- 
chungen 


FÜ)=FÜ)+F()+ FB) +F()+ FE) HF) +: 


f@) - F(@) HF) ++ 
r®) = F(8) | +. E(6)ar a 


u Ze 
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Hieraus folgt dann 
(7) Du) fo) -Z um) FÜn), 


wo rechts eine Doppelsumme steht, welche auf alle positiven 
ganzen Werthe sowohl von k als von » sich bezieht. Dem- 
nach bedeutet auch kn jede positive ganze Zahl m, und wenn 
man alle Glieder der Doppelsumme zusammenfasst, in denen 
kn = m ist, erhält man rechts die einfache Summe 


> On: Fin), 
wo 0 — Dun) ,‚ ausgedehnt über alle Theiler » von m, und 


folglich ©, = 0 ist, ausser wenn m = 1 ist, wo („n=1 ge- 
funden wird. Dadurch nimmt die Gleichung (7) die Gestalt an: 


(8) FÜ) = 00) f@), 
und diese Gleichung stellt das Umkehrungsprincip 
vor Augen. AL. 

Setzen wir im besonderen voraus, dass die Fuiktionen 
f(n), F(n) nur dann einen von Null verschiedenen Werth 
haben, wenn n nicht grösser ist als eine gegebene positive 
ganze Zahl N, so nimmt die letzte Formel die einfachere Ge- 
stalt an: 

N 
(82) FO)=D um) :/). 
n=l 

Als erste Anwendung dieses Princips wollen wir die vier 
Sätze entwickeln, welche zuerst von Lipschitz*) ausgesprochen 
worden sind. 

1) Sei x ein positiver Werth >1 und &(@2)—=1, wenn 
2>1, dagegen e(2)=0, wenn 2<]1 ist. Steht ferner [x] 
zur Abkürzung für die Funktion Z(x), welche das grösste 
in x enthaltene Ganze bezeichnet, so ist offenbar 


*) Lipschitz in den Comptes Rendus der Pariser Akademie v. J. 
1879 p. 948. 
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ee 


eine Reihe, welche nur soweit fortzusetzen ist, als das Argu- 
ment von &g noch >1 ist; und allgemeiner ist 


er He 
Versteht man also unter den oben mit f(n), F'(n) bezeich- 
neten Funktionen resp. 3! und a) so ergiebt sich 
nach dem Umkehrungsprincip sogleich die Formel 
[«] 


©) 1-2]: 


n=1 


2) Sei T(n) die Anzahl aller Theiler von n und 


N 
(10) (N) => T(h). 
$ =1 

Diese Gleichung lässt sich zunächst nach Dirichlet folgender- 
massen umformen. Alle Theiler der Zahlen 1,2,5,...N 
sind selbst Zahlen dieser Reihe, und umgekehrt zählt jede 
Zahl % dieser Reihe auch zu den Theilern, sie zählt aber 
genau so oft, als es Vielfache von / in derselben giebt, d. h. 


E mal. Hiernach wird offenbar 


k 
(10) n-2%8] 
Nun ist | ‘ a 


N N: =; 
iriatr 0<H; 
bedeutet also N das grösste Ganze, welches in x enthalten ist, 


N=fa]l dh a=N+o (<eo<tl), 


so ıst 





ee SL | De 
k k k 2 kr 


3G 


wo - „ noch kleiner ist als 1, und demnach findet sich 
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2 e . ‘ 3 . . 
eine Formel, aus welcher, wenn x durch „, ersetzb wird, die 
folgende hervorgeht: ; 


er -a-2 


Man erhält daher aus (10a) die allgemeinere, für 
jeden positiven Werth von x giltige Formel | 


(12) | IE DA 


und 


(12a) 5-21; 


k=1 
und wenn demnach unter den Zeichen f(n), F(n) resp. die 
. X x . 
Funktionen 364 und 1 verstanden werden, so ergiebt 


sich mittels des Umkehrungsprincipes ohne weiteres 


die Formel 
[x] 


(13) [a] = > un) |. 


‚3) Nunmehr sei $(r) die Summe aller Theiler 
von » und 


(14) (N) = S(k). 


Da dem zuvor Bemerkten gemäss in dieser Summe jede Zahl % 
der Reihe 1,2,3,... N so oft als Theiler zählt, als es Viel- 


fache von %k in dieser Reihe giebt, also = mal, so liefert 


sie zu der Summe aller Theiler den Beitrag 


und somit wırd man schreiben können 


(14a) (N) 24 eds 


und, wenn man N=|x] voraussetzt, allgemeiner 
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[x] 


ae oal= Dh. [7 


und 


(15a) | == |; 


k=1 R 
indem also unter den Zeichen f(n), F(n) jetzt resp. no|®| 


x Fon 
und n| = verstanden werden, liefert das Umkehrungs- 
princip ohne weiteres die mit (13) analoge Formel 


[«] 


(16) =D un): nel]. 


nl 


4) Sei endlich p(n) die bekannte zahlentheoretische 
Funktion, welche die Anzahl der zu » primen Zahlen 
<n angiebt, und 


(17) o(N) = 290); 


eine spätere Betrachtung wird zeigen, dass diese Gleichung 
in die folgende übergeführt werden kann: 


(172) ı(m)- Del), 


in welcher 


i NN+1 
(18) (N) = 


ist. Bedeutet daher wieder N das grösste Ganze, das in & 
enthalten ist, so kommt man zu den allgemeineren 
Formeln 


(19) oe] =D, o| 4 


und 


100 E]=Solz) 
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aus denen das Umkehrungsprincip die folgende er- 
schliessen lässt: 
[«) 
(20) Ola] um) :o[&|- 
n=1l 


{5} 


38. Das allgemeine Umkehrungsprincip nimmt 
einige besondere Formen an, welche wichtig genug 
sind, um sie zu bemerken. 

Gesetzt zunächst, die Funktionen f(n), F(n) seien 
nur dann von Null verschieden, wenn n ungerade ist, 
mit anderen Worten, es bestehen zwischen ihnen die Gleı- 
chungen: 


ri)— FOHFB)LFO)HRMDHROFFUN-- 
3) F3)+ F(9) +F(15)-+-- 
ur: F(8) ER ID, 


_ oder die Beziehung 
6) fw) = Fir) 
Y 


nur für alle positiven ungeraden Zahlen v,y, so wird daraus 
die andere 


(6a) DR (v) f(v) =D, 40) :F(yv) 


hervorgehen, das Argument von F' aber, wenn y, v alle ihre 
Werthe annehmen, jeder ungeraden Zahl gleich werden; 
man erhält daher mit Rücksicht auf die Fundamentaleigen- 
schaft der Funktion u(n) sogleich die Umkehrungsformel 


(13) Fy-Nunro), 


die Summation auf alle positiven ungeraden Zahlen v oder, 
falls f(v) verschwindet, sobald v»> N ist, nur auf alle die- 
jenigen erstreckt, welche < N sind. 

Werden statt der Funktionen f(v), F(v) durch die Sub- 
stitutionen 


v—1l v—1l 


=), Fo)=(-1)° H0) 
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zwei andere Funktionen /, (v), F, (v) eingeführt, zwischen denen 
die allgemeine Beziehung 


v—1 vy—1 
Ö) END ’AW-d-N1 * Al) 
% 
d. i. die Gleichungen 


Ä\)=FAÜ)—- FK&)+FÖ)-FO+FN)—-- 
— ®) = ERS) | Eu 


h&) = F\ (5) is). ie 


oder auch die allgemeine Beziehung 


=. 


(6b) 1) Ta 


besteht, so ergiebt sich ie Umkehrungsformel 





1 


(7b) ORION Eh: 


Hier fallen diejenigen Glieder in der Summe aus, bei welchen 
v gleiche Primfaktoren enthält; dagegen ist 


uw). -)’ =-H1, 


wenn v aus einer geraden Anzahl verschiedener Prim- 
faktoren besteht, unter. denen eige gerade Anzahl solcher von 
der Form 4h + 3 also auch eine gerade Anzahl solcher von 
der Form 4% + 1 vorhanden ist, oder wenn v aus einer un- 
geraden Anzahl verschiedener Primfaktoren besteht, unter 
denen eine ungerade Anzahl solcher von der Form Ah +5 
also eine gerade Anzahl solcher von der Form 4h + 1 vor- 
handen ist; d. h. es ist 





v—1 
Kor, 
wenn v aus lauter verschiedenen Primfaktoren besteht, unter 


denen eine gerade Anzahl von der Form 4h +1 ist; da- 
gegen ist 


—1 


wo) - N’ =-—1, 
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wenn ‚unter ihnen eine ungerade Anzahl von der Form 
4h +1 ist. 


.. . . . . 1 . 
Wählen wir beispielsweise A, (v)=—, wo s>1 sein 
v” 


soll, so wird 
1 1 1 N 
eher) 


und die Formel (7b) nimmt die Gestalt an 


v— 1 


oe Ki DER ER are 
1 —— (1 95 + 5 75 17 ) D’u@) ( l) y’’ 
wo die Summe auf der rechten Seite, ausführlich geschrieben: 
1 1 
IH 4,4, tot 
offenbar das entwickelte Produkt 


nG-=") 


3 





darstellt, wenn es auf alle ungeraden Primzahlen » ausge- 
dehnt wird. Somit gelangt man zu der schon von Euler“) 
angegebenen, in der allgemeinen Formel (18) des 1. Abschn. 
als specieller Fall enthaltenen Gleichung: 


ve v—1 
Die am 
PR; N E 2 “ 
3 rg v 
er 
ve 


S$ 


pP 
4. Nehmen wir ferner an, dass f(n), F(n) nur dann 
von Null verschieden sind, wenn n Theiler einer ge- 
gebenen Zahl P ist, d. h. setzen wir voraus, es bestehe die 


Beziehung 
(8) | = 2 Fa) 


für jeden Theiler d von P, während die Summe auf alle 


*) Introductio in analysin infinitorum I p. 241. Vgl. Tschebi- 
scheff, note sur differentes series in Liouville’s Journal Bd. 16 p. 387. 
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Theiler % von | sich bezieht. Alsdann folgt 


(66) 2 v(dfld) =D, u(d)- Flka), 


k,d 


wo nun links über alle Theiler d von P, rechts über eben 


. er - FE i ; 
dieselben und über alle Theiler % von —; 7u summiren ist. 


Offenbar wird dann kd jedem Theiler "von P gleich werden; 
und wenn alle Glieder der Doppelsumme vereint werden, in . 
welchen %d gleich demselben Theiler öd von P ist, so geht 
sie tiber in die einfache, auf alle Theiler von P bezogene Summe 


>, 6: F0), 


wo O5; = Zu(d) und diese Summe auf alle Theiler von ö 
erstreckt, also Null ist mit Ausnahme des einzigen Falles 
ö=1, wo &=1 wird. Somit geht die Umkehrungs- 
formel hervor: 


(Te) FÜ)=Du(d):f(@), 


wo die Summation alle Theiler d von P umfasst. 

Offenbar kommt es nur auf eine Vertauschung des Funk- 
tionszeichens 7 hinaus, wenn wir dem vorigen Satze folgenden 
Ausdruck geben: Besteht für jeden Theiler d von P 
die Beziehung 


(54) | f(d) = 2: ze 


: \ !% 
die Summe über alle Theiler k von 7 erstreckt, so 
ist umgekehrt 


(74) F(P)= Dura), 


wenn rechts über alle Theiler d von P summirt wird. 

Von diesen Formeln wollen wir nun eine Reihe 
interessanter Anwendungen machen. 

1) Sei zuerst x ein positiver Werth und I«] das darin 
enthaltene grösste Ganze; seien ferner p, p’, P”, ... be- 
liebig gegebene von einander verschiedene Primzahlen und 
D=n»»% Die ganzen Zahlen 
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Bay), rl 

können in Gruppen vertheilt werden, indem man stets die- 
jenigen in eine Gruppe vereint, welche mit P ein- und den- 
selben grössten gemeinsamen Theiler haben, und offenbar ge- 
hört dann jede ganze Zahl <x zu einer, aber auch nur zu 
einer dieser Gruppen. Nennen wir also die Anzahl der Zahlen 
<x, welche mit P den grössten gemeinsamen Theiler / haben, 
Y(x, P, k), so ergiebt sich sogleich die Beziehung 


(22) al =D) ve, P, hi), 


die Summation auf alle Theiler % von P ausgedehnt. Ist nun 
d ein bestimmter Theiler von P und % ein Theiler von = 
so ist kd ein Theiler von P. Diejenigen Zahlen <x, welche 
den grössten gemeinsamen Theiler %d mit P haben, befinden 
sich sämmtlich unter den folgenden Zahlen: 


ea, |.c 


und ihrer sind soviel, als es unter den Zahlen <- solche 
giebt, welche den grössten gemeinsamen Theiler & mit . 
haben; daraus folgt die Gleichheit 
22 
va, P, ka)— (4, Fe k); 


und da, entsprechend der Gleichung (22), die folgende besteht: 
& Zu 
2-2 76: oh 


die Summation auf alle Theiler k von = erstreckt, so findet 


sich für jeden Theiler d von P die Beziehung: 
(23) al=2v@ P, ka), 


die Summation ausgedehnt auf alle Theiler % von N: Die 


Umkehrungsformel (7c) ergiebt als Folgerung dieser Formel 
ohne weiteres die folgende: 
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(24) u(@, P, y-2Zu@) ® I, 


wo die Summation sich auf alle Theiler d von P erstreckt, 
d. h. die Anzahl aller Zahlen <x, welche prim zu P 
d. i. durch keine der gegebenen Primzahlen theilbar 


sind, ist 
Dua-i] 


oder, ausgeführt geschrieben, gleich dem Ausdrucke 


geh Se #1 an Fr EL Ma Bee 


wo die erste Summe auf alle die gegebenen Primzahlen, die 
zweite auf alle Combinationen von zweien, die dritte auf alle 
Combinationen von dreien derselben u. s. w. ausgedehnt wer- 
den muss. 

Hiernach wird ferner, wenn y ein positiver Werth 
> x ist, die Anzahl aller Zahlen >x aber <y, welche 
durch keine der gegebenen Primzahlen theilbar sind, 
durch den Unterschied 


n-IEH N It 
- (DER DIE] - IE 


definirt sein). | 

Bedeuten p, p', p',.... die sämmtlichen Primzahlen 
<z, so ist jede Zahl <x bis auf die Einheit aus ihnen zu- 
sammengesetzt, unter diesen Zahlen giebt es also nur die Ein- 
heit, welche durch keine der gedachten Primzahlen theilbar 
ist. In diesem Falle wird also der Ausdruck (25) oder (24) 
gleich: 


(7) Ze@-lal=h 


wenn die Summation auf alle Theiler von pp’p” ... oder auch 
auf alle Zahlen <x, welche nur aus verschiedenen Prim- 





(26) 





*) Zsigmondy: Zur Verallgemeinerung der Funktion g (n) in der 
Zahlentheorie, im Journ. f. d. r. u. a. Mathematik Bd. 111, p. 344. 
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faktoren bestehen, ausgedehnt wird. Da aber für jede andere | 
Zahl n<x die Funktion u (n) verschwindet, darf man offen- 
bar auch schreiben. 

[2] 


PH un): .[]- 


n=Ll 
und gelangt auf solche Weise zu der Formel (9) von uns 
schitz wieder zurück. 

Nehmen wir an, in der Formel (26) bedeute x eine Prim- 
zahl g und p, p', 9”, ... die sämmtlichen Primzahlen 2, 3, 
d, ... bis g, so wird dem soeben Gesagten gemäss der Sub- 
trahendus gleich 1; bedeutet dann y die nächstfolgende Prim- 
zahl ©, so giebt es nur eine Zahl, eben diese Primzahl ©, 
welche >x und <y und durch keine der Primzahlen 2, 3, 
5, ... g theilbar ist. Demnach ergiebt sich aus (26) 
folgende merkwürdige Formel 


>; 2-2, Et: 


oder, abgekürzt, die auf alle Theiler d von 2.3.5... g be- 
zogene Summe 


(28) 2a [7-2 


durch welche die auf g folgende Primzahl © charak- 
terisirt ist. 

2) Ist ferner N eine gegebene positive ganze Zahl und 
p,P,P',... die verschiedenen Primfaktoren, aus denen sie 
zusammengesetzt ist: 

| N—= ge pay“ a 
so stimmen diejenigen Zahlen <-N, welche prim sind zu P, 
mit denjenigen von ihnen, welche prim sind zu N, überein, 
In diesem Falle ist also 

v(N, P, 1) ie (N), 
wenn, wie üblich, (N) diese letztere Anzahl bezeichnet. Da 
zugleich jeder Theiler d von P auch in N aufgeht, so giebt 
in diesem Falle die allgemeine Formel (24) den be- 
kannten Ausdruck für die Funktion (N), nämlich die 
Gleichung: 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 21 
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DEE EI NZ 
(3) 4) 6-4): 


3) Ist q eine der Printzallioht welche <x,p, p, IE 
die übrigen, und ist 





F<a<at, 
so gilt die Formel 


He Item 


denn unter den Zahlen <x sind die einzigen, welche durch 
keine der Primzahlen », p', p”, ... theilbar sind, die Potenzen 
1,9, 0%, ... q*%, deren Anzahl gleich % + 1. | 

Bei gleicher Bezeichnung sei z die Menge der Primzahlen 
> x aber <gx, dann ist nach (26), wenn darin y=gqx ge- 
wählt wird, mit Rücksicht auf das eben ausgesprochene Re- 
sultat 


(31) +b4+2= [1-3 E]+ 3 5] - 


Denn unter den Zahlen > x und <gqx sind die einzigen 
durch keine der Primzahlen p, p/, p”, ... theilbaren Zahlen 
zunächst die Potenz g*+!, während wegen | 


TE <ZBE<gT 


q'+? schon über qx liegt, ausserdem die 2 Primzahlen zwischen 
den angegebenen Grenzen, sonst aber keine Zahl; denn jede 
andere Zahl zwischen diesen Grenzen, welche durch keine der 
Primzahlen », p', p”, ... theilbar ist, würde, weil zusammen- 
gesetzt, nur aus q und jenen 2 Primzahlen zusammengesetzt 
sein können, aber schon jedes Produkt aus zweien solcher 
Faktoren würde > qx sein; die Anzahl der gedachten Zahlen 
zwischen & und qx ıst also 2-+ 1. 

Die beiden Formeln (30) und (31) gab Cesaro*). 

4) Aus derselben Quelle fliesst ein Satz, welchen 
im Anschluss an Legendre (tli&orie des nombres 4. partie 








*), Cesaro, sur diverses questions d’arithmeätique, in den M&m., de 
la Societe Royale des Sciences de Liege, 2. serie t. 10 p. 285. 
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$ XI) Jonquieres und demnächst Lipschitz gegeben 
haben*). Sind nämlich in (26) = Yy und p, p, pP", :.. 
alle Primzahlen <x, so ist zunächst der Subtrahendus gleich 1, 
ferner aber sind alle Zahlen >» d.i. > Yy und <y, welche 
durch keine jener Primzahlen theilbar sind, nur die zwischen 
Vy und y enthaltenen Primzahlen, denn jede andere solche 
Zahl müsste nur aus den letzteren zusammengesetzt sein, 
aber schon jedes Produkt von zweien derselben wäre grösser 
als y. Hieraus folgt, dass der Ausdruck (26) im vorliegenden 
Falle gleich der Anzahl der letzteren Primzahlen ist; wird 
diese mit v bezeichnet, 'sö ist also 


DO Hi m—- DE + I TE - 


Beı dem Interesse, welches, diese Formel darbietet, wollen 
wir sie auf's neue auf dem Wege herleiten, welchen Lipschitz, 
auf seine Formel (9) sich stützend, dazu eingeschlagen hat. 
Der letztern gemäss ist 





W 
(33) 1 u u(n) EN 


Bezeichnen nun 2, 3, ... p die Primzahlen, welche < Yy, 
Yı> Je> --- Qu diejenigen, welche > Yy und <y sind, so kann 
man sämmtliche Zahlen <,y in zwei Classen theilen: in die 
Classe X’ derjenigen, die nur aus Primfaktoren 2, 3,...p 
bestehen, und in die Classe X” der übrigen, welche auch 
Primfaktoren q,, 9, --- q, enthalten. Da aber die Zahlen 
der zweiten Kategorie nicht gemeinsame Vielfache zweier 
dieser Primzahlen sein können, weil sie sonst grösser als % 
wären, so sind die Zahlen der Classe X” die folgenden: 





*) Jonquitres, Formule pour determiner, combien il y a de nom- 
bres premiers n’exc&dant pas un nombre donne, Comptes Rendus Bd. 95 
p. 1144 und Anmerkung dazu p. 1343. Lipschitz ebendas. p. 1344 sur 
une communication de Mr. de Jonquieres rel. aux nombres premiers. 
Lipschitz C.R.96 p. 114 addition & une note sur les nombres premiers; 
Jonquieres ebend. unter dem gleichen Titel. Vgl. dazu auch Syl- 
vester ebendas. p. 463 note sur le theor&me de Legendre cite dans 


une note inserde dans les Comptes Rendus. 
26 
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1.9, 29, °°° 2|-« 


Die Gleichung (33) lässt sich demnach folgerdermassen 
schreiben: E 
Yy 


(33a) 1= Zu): De ACIEr N 


wo die erstere Summation auf alle Zahlen m’ der Classe I 
die zweite auf alle Primzahlen q,, 95, --- q Sich bezieht. 
Nun ist aber, der Definition der Funktion u gemäss, 


ungd)= — un); 
denn n kann dem zuvor Bemerkten zufolge nicht durch q 
theilbar sein; enthält n quadratische Faktoren, so werden beide 
Seiten Null, im entgegengesetzten Falle wird die Anzahl ver- 
schiedener Primfaktoren für ng um 1 grösser als für n, 
die Funktionen u(ng) und u(n) also entgegengesetzte Rin- 
heiten sein. Andererseits ist nach (11) 


- 


und daher ergiebt sich aus (9), wenn 2 statt x gewählt wird, 


Seal Sl] Bine 


In Folge dieser Bemerkung verwandelt* sich nun die 
Formel. (33a), wenn man in der ersten Summation, rechts die 
verschwindenden Glieder auslässt, d. i. nur auf diejenigen Zahlen 
n <y sich beschränkt, die aus verschiedenen Primfaktoren 
2, 3,... p zusammengesetzt sind, in. die Gleichung (31). 

Auf genau demselben Wege gewinnt man aus den drei 
andern Lipschitz’schen Gleichungen a. (16) und (20) die 


folgenden Formeln: 
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n+l#+l2]+ +[2] 


9a du 


GH) en -Det+ de] 
(35) —= o|y] - r-0[2] +2 rp:o s|4]- ER 


oy)+elt)+oll]l+ + "La ] 


=) 0% +3 el] - ea 


5. Die Funktion «a(n), welche uns bei den voraufgehen- 
den Betrachtungen so werthvolle Dienste geleistet, steht nun 
auch im allernächsten Zusammenhange mit der ana- 
Iytischen Funktion &(s), welche wir schon im 1. Ab- 
schnitte eingeführt und für alle s, deren reeller Bestandtheil 
grösser als 1 ist, durch die Formel (5) daselbst, nämlich durch 
die Gleichung 


(er) = N 2a 


wet! 


oder, nach Formel (20) ebendaselbst, auch durch die folgende: 
| 1 
Bra ecke) 
q 


in welcher die Multiplikation auf sämmtliche Primzahlen q 
ausgedehnt werden muss, definirt haben. Bilden wir nämlich 
hiernach den reciproken Werth 


5-6) 


so wird der entwickelte Ausdruck dieses Produktes offenbar 
nichts anderes sein, als folgende Summe: 





*) Lipschitz hat in einer weiteren Arbeit: sur une communication 
de Mr. de Jonquieres rel. aux nombres premiers ©. R. 96 p.58 seine 
Untersuchung verallgemeinert, indem.er die Primzahlen — < y statt durch 
Einschaltung der Grenze Yy, durch Einschaltung der Grenze Vy in zwei 
Classen theilt. 
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1 I 1 
(38) AG RATOEr 
a 


Mit dieser fundamentalen Funktion &(s) lassen sich aber 
auch die verschiedensten andern zahlentheoretischen Funktionen 
in Verbindung bringen. Dies hat Lipschitz für die von 
uns mit 7(n), S(n) und p(n) bezeichneten Funktionen 
gezeigt*), indem er die folgenden drei Formeln gab: 


(39) JO TOE DH 
(40) (I) E-D-d = 


| &s—1) um 
(41) ICH aD 


deren beide letzten voraussetzen, dass der reelle Bestandtheil 





.. . . x . .. 
von s grösser als 2 ist. Diese Formeln sind leicht zu be- 


stätigen. Zunächst hat man 


I): - -I1 De a 


und wenn nun in der Doppelsumme alle Glieder vereint* wer- 
den, für welche nn’ ein und denselben ganzzahligen Werth m 
hat, so wird man solcher Glieder so viele erhalten, als m 
Zerlegungen in zwei Faktoren gestattet oder als die An- 





zahl ihrer Theiler beträgt, d. i. T(m). Dies bestätigt die 


Formel (39). 


Ferner ist 
&(s)- ed De ys—i 2 Bu. 


vereint man daher in der Doppelsumme alle Glieder, für 
welche nn’ = m ist, so geben sie zusammen 


*, Lipschitz in Comptes Rendus de l’ Acad. de France 1879 
p. 985. 


27 
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1 ‚ j 
= BE RO AT, 


m m 


S (m) 


Hr7 





und damit die Bestätigung der Formel (40). 
Endlich ergiebt sich mittels (38) 








EN. Ne \ wen) ' \ ee um)n. 
(65) & 1) 2 N Dr) ne u (nn) 


Werden hier die Glieder der Doppelsumme vereinigt, in 
denen nı» = m ist, so erhält man als ihre Summe 


1 P m u(n) 
es Dunn =. ) 
m m n 


die Summe ausgedehnt über alle Theiler » von m; denkt man -» 
sich aber m in Primfaktoren zerlegt: 





F ’ „ " 


m—=pp"P" ... 


so kommt sogleich | 
. un) 1 1 _..p(m) 
Sn I H+Dd + Buena, 


folglich AND, als Gesammtheit der gedachten Glieder, und da- 
mM 


mit die Bestätigung der Formel (41). — 

Aehnliches hat G. Cantor*) bezüglich verschie- 
dener anderer zahlentheoretischer Funktionen nach- 
gewiesen. 

Wenn », in Primfaktoren zerlegt, 

(42) men a... 
ist, so definiren wir die zahlentheoretischen Funktionen 
| «(n), Bin), Y(n) 
durch folgende Gleichungen: 
(43) Bra a. 
4) Bm) retet- 
steh ste" shi 
(45) y(n) 2.75 N 








*) G. Cantor Math. Annalen 16 p. 583: zur Theorie der zahlen- 
theoretischen Funktionen. 
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Man überzeugt sich nach diesen Definitionen sofort, dass 
die Funktionen den Beziehungen 


ann) = a(n):«(n‘) 

Bn)= Pin): Bin‘) 

ran) rl): rn) 
genügen, so oft n, n relative Primzahlen sind. Demnach 
liefert uns die Euler’sche Formel (17) des 1. Ab- 


. schnittes, wenn wir sie zunächst auf die Funktion 


. « (n) 


setzen, das Resultat: 


Se _ er B2 a 


d. ı. gleich 


«(n) anwenden, indem wir f(n) = 





Narr 


q 


Der allgemeine Faktor dieses Produktes ist aber gleich 








Se 
1 1 ige 
Sana INS EN, I\ 
- (5) ae 
q ? q q 
1; 
Fr q 
enrsll 
q .q Fe: 
und demnach 
6) ae 
en) g°° 
a A Eee 2 12 2 
77 U 
gq’ q Ss q $ 


wofür man mit Rücksicht anf die Bedeutung (37a) der Funk- 
tion &(s) als unendliches Produkt die folgende Beziehung 
setzen kann: 


2 Ian) _E()E2s)E8S) 
rn Zup-imgmn 


In gleicher Weise findet sich 
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Do - IIG ea, + Te ..) 





d. ı. gleich 
ar 
1 1 1 g 
a a 
II\ a au RER 
q q" 
also 
Pe. Pin) _ 828), 
(44a) | Se@ Te 


Und ebenso drittens 


Try) yo) 10) 
So IeHm 44) 


Hr gleich 


q9 


1 2 1 2 
ee): 
q TaneiT q 
der allgemeine Faktor dieses Produktes ist aber gleich 
ie x.,:1 1 1 1 1 
ara ua, Ra kı TEEN INTRANET TUR: 
ee re) 


BR 


1 1 2 
FU -+5'—— = 


1 1 1 
reed 
q =. q 4 


und so kommt 








Str) _ E@E2e) 

(45a) ber 
Jede solche Beziehung liefert einen Satz, durch 
welchen eine charakteristische Eigenschaft der be- 
treffenden zahlentheoretischen Funktion ausgespro- 


chen wird. Aus (44a) z. B. folgt bei Rücksicht auf die 
Formeln (37) und (38) 


081 sleich der Doppelsumme 
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wm’) , 
rer (m! m’)°’ | 
fasst man aber in der letztern alle Glieder zusammen, für 
welche m?m’ den gleichen Werth » hat, und bedenkt, dass, 
wenn m, m’ alle ihre Werthe durchlaufen, m®m’ jeder po- 


sitiven ganzen Zahl » gleich wird, so kann man sie folgender- 


massen schreiben: 
n 
De Dr) 
Es iy,BE 
1 n" m : 


wo die zweite Summation auf alle quadratischen Theiler »n 
von » auszudehnen ist, und durch Vergleichung mit der linken 
Seite von (46) ergiebt sich nach dem Satze in Nr. 6 des 3. 


Abschnittes 
Bin) =D) w (or 


Der hierin ausgesprochene Satz ist übrigens sehr 
leicht zu bewahrheiten, denn, da die Funktion u gleich O 
ist, so oft das Argument quadratische Theiler enthält, wird 
jedes Glied der Summe verschwinden bis auf dasjenige, bei 
welchem m? das grösste in n aufgehende Quadrat bezeichnet, 


2 


und für dieses ist w wg — (—1)’, wenn v die Anzahl der 


Primfaktoren von ee ist, d. 1. u (>) er Keen: zugleich aber 


m? m? 
lehrt die Definition (44), dass ß (n) sich nicht verändert, wenn 
die Exponenten a, a’, @”, ... um gerade Zahlen vermindert 
d. h. wenn aus n ein quadratischer Faktor weggehoben wird; 
das einzige übrigbleibende Glied der Summe ist also gleich 
Ba). 


Zu den Formeln und Sätzen dieser Art zählen u. a. 


auch diejenigen, welche Gegenbauer in seiner Abhandlung 


„Asymptotische Gesetze der Zahlentheorie“ ın den Denk- 
schriften der Wiener Academie Bd. 49 8. 37 mitgetheilt hat. 
Aus der Gleichheit 


1 
1— — . 


OPER. LTE 1 1 1 
en 11 


ee 
Ss 


q 
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in welcher r irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, ergiebt 
sich sogleich die andere: 


Ber 1 1,(n) 


JO ur Br) 
wenn man unter dem Zeichen u,(r) die Null versteht, so oft 
n durch eine r!® Potenz (ausser der Einheit) theilbar ist, sonst 
aber die Eins. 

Aus dieser Gleichung folgt, wenn man mit $(rs) mul- 


tiplicirt, N 
WR) 
RE TEPIP IP HLr 
w,(‘) 
Fl (n’ nT) 


oder, wenn man in dieser Doppelsumme diejenigen Glieder 
vereint, in denen #'n”” denselben Werth » hat, 








d. ı. gleich 





worin 


=D urn‘) 


ist, wenn die Summe auf alle diejenigen Theiler »’ von n er- 


te 


h- .. . v7 
streckt wird, deren complementäre Theiler ra Potenzen 


sind. Man erhält für diese Summe also den Werth 


Dum)=1 


d. h. unter den Theilern einer Zahl, deren comple- 
mentäre Theiler »* Potenzen sind, ist nur ein ein- 
ziger vorhanden, der durch keine r" Potenz aufgeht. 

Schreibt man die: obige Be aber folgendermassen: 


„(n ) "N 
Dir : = Ro) ou, Be 


d. ı. gleich 











un”) 


FE, 
».ımr\3 
n’ n'"' (n 2 ) 

9 
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. so findet man durch Vereinigung derjenigen Glieder dieser 
Doppelsumme, in denen n’n”” denselben- Werth » hat, die 


Gleichung 
es > U.(n) u C, 
Po nn? 


08 — Dun”) - > «(V%) 


und die Summe wieder über alle diejenigen Theiler »’ von n 


wo 


2 . 7 1 29% 
zu erstrecken ist, .deren complementäre Theiler- 7 r'® Potenzen 


sind. Mithin besteht für diese Summe die Beziehung: 


I ulV}) — u, (n). 

6. Hat man umgekehrt Beziehungen, wie die hier be- 
sprochenen, direkt gewonnen, wie z. B..die Formeln (39), (40), 
(41), so wird die Anwendung des Euler’schen Satzes 
dazu führen, charakteristische Eigenschaften der betreffenden 
zahlentheoretischen Funktionen zu gewinnen. So liefert uns 
die Formel (39) zunächst die Gleichung 


(39 a) zu chl 7). 





9 1’ 


d. ı. nach der für jedes 2<1 giltigen Formel 
| z [8 322 23 iR 
gleich dem Produkte 
j 1 1 1 
Ilü+23+35+4 +.) 
g q g2 2 
bei der Entwicklung des letztern entsteht aber im Nenner 
offenbar jede positive ganze Zahl m in ihre Primfaktoren 
zerlegt: 
(47) m gngnde..., 
und sie führt den Coefficienten 
(td) (a1), 


die Gleichung (39a) nimmt demnach die Gestalt an: 
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To) Tot) tm +N:-- 
Da m 


und da sie für jeden Werth s>1 besteht, giebt der allgemeine 
Satz in Nr. 6 des 3. Abschnitts die Beziehung 


(48) Tm)—- +), +) + 

d. h. den Satz: Ist eine Zahl m, in Primzahlfaktoren 
zerlegt, durch die Formel (47) dargestellt, so ist die 
Anzahl ihrer Theiler gleich 


(er alla) sy al). 
Die rechte Seite der Formel (39a) kann aber auch auf 
folgende Weise umgeformt werden. Man darf zuerst den all- 
gemeinen Faktor des Produkts durch 





1 
Kt 
g,_1 
1 1 
Eat aeg, 
q q 
ersetzen; nun ist 
0] 
II ah 1 
; RE nz 
23 
2 


und, wenn man den ersten Faktor nach der für jedes 2<1 
“ giltigen Formel 


E12 2842 +. 


umwandelt, so wird 


en 
2 +2 at: 
ı 1-— R q q 
q 


die Entwicklung dieses Produktes liefert aber offenbar im 
Nenner jede positive ganze Zahl m in ihre Primfaktoren zer- 
legt (47), und sie führt den Coefficienten 2%), wenn man 
mit @(m) die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren’ 
bezeichnet, welche in dieser Zerlegung auftreten. Auf solche 
Weise nimmt die Gleichung (39a) die Gestalt an: 
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[00] nn & 
> T(n) >> 8 (m) > 1 
— m’ a - n2° 


d. ı. gleich der Doppelsumme 





38 (m) 


as ? 
abe (mn?) 


welche, wenn diejenigen Glieder vereint werden, für welche 
mn? derselben Zahl M gleich ist, auch so geschrieben wer- 


den kann: Kar 
IE), 


M 
wobei die auf n bezügliche Summation alle quadratischen 
Theiler n? von M umfasst. Die Anwendung des allgemeinen 
Satzes in Nr. 6 des 3.-Abschnitts führt dann zu der’ zweiten . 
Formel für die Funktion 7: 


(49) Tm)—>'2 cp 


Nun bezeichnet 2%, der Formel (48) zufolge, die 
Anzahl der Theiler der Zahl 


91 92 95 --- 


d.h. die Anzahl ihrer Zerlegungen in zwei Faktoren, und 
folglich auch die Anzahl der Zerlegungen von m in. 
zwei relativ prime Faktoren. Führt man diese Anzahl 
als besondere zahlentheoretische Funktion P(m) durch die 
Definitionsgleichung 

(50) = P(m) = 2m) 


ein, so lautet die vorige Gleichung: 
M 
(49) 7m) 2, P(“) 


und spricht den Satz aus: Die Anzahl aller Zerlegungen 
einer Zahl in zwei Faktoren ist gleich der Gesammt- 
menge der Zerlegungen all’ derjenigen Zahlen, welche 
aus der ersteren durch Unterdrückung ihrer quadra- 
tischen Theiler entstehen, in zwei relative Prim- 
faktoren. 
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Zweitens erhalten wir aus der Formel (40), wenn 
wir darin s in s—+ 1 verwandeln, sodass sie dann für jedes 
s> 1 Bestand haben wird, 


null, Ay 1 n 


q be F- Wr 





8 


q 
Um die rechte Seite zu entwickeln, stellen wir den allgemeinen 
Faktor des Produktes folgendermassen dar: 


eg 1 1 
Be 
g° 1 
koh. ale! 1 
a EG ser rt Se Zr a ah 
1 | 
age. ee 
das Produkt wird dann gleich 
| ’—-ın 1 
IIG Age) (ensersctsit) 
und giebt, entwickelt, die reciproke (s + 1)" Potenz jeder 


positiven ganzen Zahl m (47), in ihre Primfaktoren zerlegt, 
mit dem Coeffieienten 




















gt 1 Be 1 A | 


” 





EN Re 
multiplicirt, sodass die Anwendung des schon mehrfach be- 
nutzten Hilfssatzes uns sogleich zu der bekannten Formel 


führt: 
Ati Sy a | gest! — 1 


(51) S (m) = 81 5 1 CT 





durch welche die Summe aller Theiler einer Zahl m 
mittels ihrer Zerlegung in Primfaktoren bestimmt 


wird. 
Schreiben wir endlich die Gleichung (41), wie folgt: 


[e'] [0 >} n 
Be - I - 
r m’ : n° n n° 


d. ı. gleich der Doppelsumme 
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pn) 
| (nn’y°’ 





NN 


so kann die letztere auch durch die einfache Summe 


DEI v0), 


wo der Summationsbuchstabe d alle Theiler der Zahl m zu 
durchlaufen hat, ersetzt werden, und nunmehr folgt mittels 
des obgenannten Hilfssatzes’ sogleich die Formel 


(52) m — 29 (d), 


welche eine bekannte Fundamentaleigenschaft der 
Funktion p(n) zum Ausdrucke bringt, und aus welcher 
umgekehrt der bei dem Beweise der Formel (41) benutzte 
Ausdruck (29) für p(n) mittels des Umkehuk her- 
fliessen würde. — 

7. G. Cantor hat gezeigt, wie die Formel (52) einer 
wesentlichen Verallgemeinerung fähig ist. Setzen wir 
in (41) statt s successive s+1, s+2,..,s#r—1 und 
multiplieiren dann die tin | 


Ele p(n) 
&(s) -2 m’ 


&e) _ Ip) 
+) ie 











KcHr—2) _ pn, 1) 
Ec+Hr—1) er er 





unter sich sowie mit der a 


(sr — 1) I 
1 f 


so lässt sich das Resultat in folgender Form geben: 


je 0) 


E ie 
> ] en: Si > p(n) m -p(n,) n OR P(N._2)N,_2' P(N,_ı) 
n mtr n str—1 ? 


(mn, Ny er N. ,) 
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ein Resultat, welches für jedes s>2 giltig ist und in wel- 
chem die Summe zur Rechten eine vielfache Summe ist, die 
alle positiven ganzzahligen Werthe von n,%,, Ng,... N, um- 
fasst. Denkt man sich nun in dieser Summe alle diejenigen 
Glieder zusammengefasst, in welchen das Produkt n- n, n, "n,, 
welches jeden positiven ganzzahligen Werth annimmt, derselben 
Zahl m gleich ist: 


(53) UN em) 


so ergiebt die Anwendung des obigen Hilfssatzes sogleich die 
Verallgemeinerung der Formel (52) in der Gleichung: 


(52a) > on) p(n,)--. P(n,-ı) n=in2...9,-2= m, 


wenn die Summation auf alle Lösungen der Gleichung 
(53) erstreckt wird. | 
Ist m’ eine zu m prime Zahl, und 


(54) A ER a 
eine Zerlegung von m’ in r + 1 Faktoren, so ist 


(55) uUlnlıy ..- Ir—ıllr = mm 


eine solche Zerlegung des Produktes mm’, wenn man setzt: 
’ [4 [4 
(56) Bon en 


aber auch umgekehrt gewinnt man aus jeder Auflösung der 
Gleichung (55) ein System von Gleichungen wie (56), in 
denen die ersten Faktoren Theiler von m, die zweiten Theiler 
von m’ sind, welche die Gleichungen (53) resp. (54) befriedigen. 

Nennt man daher f,(m) die Anzahl ganzzahliger 
Lösungen der Gleichung (53), so genügt diese Funk- 
tion der Bedingung 


(57) f»(m) - f-(m’) = f;(mm‘), 
so oft m, m’ relative Primzahlen sind. Durch Anwendung 
der Euler’schen Formel gewinnt man also die Gleichung 


x 


ee ee...) _me® 


; q q 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 22 
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Nun ist aber, wie unmittelbar einleuchtet, f, (g*) 
d.i. die Anzahl ganzzähliger Lösungen der Gleichung 


USE 
7) N, N, .o..» N, Zuwr} qQ 


gleich der Anzahl Y,(k) der Zerfällungen von %k in 
r-+ I nicht negative Summanden oder der Lösungen 
der Gleichung 


h+Hh+k,t+t:  +h,=hk 


in nicht negativen ganzen Zahlen. Da ferner offenbar 


(59) A+e+2+ HD ya 

k=1 
ist, so ist %,(A) nichts anderes, als der Coefficient von z* in 
der Entwicklung von FRE nach steigenden Potenzen 


von 2, d.h. 


yetDe+D re dr) Ge 
(60) dh) = TEEN k ii: 2 a 








Hieraus folgt 














f, = f,(a?) + Y,(2) 
tt + 
q q 
und also mit Rücksicht auf (59) u 
1 





GEL) 
en 


und durch solche Vereinfachung gewinnt man aus der 
Gleichung (58) folgende interessante Formel: 


(61) Elsyr+! — > nn 


in welcher der Werth des Coefficienten f(n) nach den 
Gleichungen (57) und (60) leicht angebbar ist. 

8. Die Funktion $(s), welche wir von Anbeginn an eine 
fundamentale Rolle in der analytischen Zahlentheorie spielen 
sahen, hat diese Rolle in den zuletzt dargestellten Untersuchungen 
vollauf behauptet und auch fernerhin werden wir sie als be- 





sonders wichtig erkennen, insbesondere bei den Untersuchungen 


| 
| 
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von Riemann“) über die Häufigkeit der Primzahlen, die wir 
im nächsten Abschnitte auseinandersetzen wollen. Wir be- 
schliessen daher diese Betrachtungen mit der näheren Erörte- 
rung der analytischen Natur dieser Funktion. Wir haben sie 
im ersten Abschnitte durch jede der beiden Formeln (37) oder 
(37a) für alle diejenigen Werthe von s definirt, deren reeller 
Bestandtheil grösser ıst als 1, aber auch nur für solche, da 
die unendlichen Ausdrücke in diesen Formeln nur für solche 
convergent sind. Hätten wir uns bei den bisherigen Unter- 
suchungen auf reelle Werthe von s beschränken dürfen, so 
wird dasselbe in der Folge nicht mehr der Fall sein, wo wir 
&(s) als Funktion der beliebig veränderlichen complexen 
Grösse s aufzufassen haben. Wir müssen also vor allem eine 
Definition von &(s) suchen, welche auch für die bisher aus- 
geschlossenen Werthe besteht, d. i. wir müssen zeigen, wie 
diese Funktion nach dem Gesetze der Stetigkeit über das bis- 
herige Gebiet von s hinaus auf die ganze unendliche Ebene 
der complexen Veränderlichen fortgesetzt werden kann. 

Riemann hat dies in der obengenannten Abhandlung 
gethan und ist auf diesem Wege zu der charakteristi- 
schen Eigenschaft der Funktion &(s) gelangt, welche 
in der folgenden Formel: 


2sinsz-T(s)-&($)=2- (2m) sin et 
di 
(62) in an 08 Suede, 


sich ausspricht. Zwei ähnliche Formeln hatte bereits 
1849 Schlömilch**) gegeben. Setzt man nämlich 


I Er 


— en+ı) 


= Se ae 1 
9 (2) — I, —— 
3 1 


*) Riemann, Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer ge- 
gsebenen Grösse, in den Monatsber. d. Berliner Acad. Nov. 1859 oder 
auch in den ges. Werken p. 136. 

er) Benni für Mathematik und Physik Jahrg. 3 p. 130. 

22 * 





Sn 
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so bestehen die analogen Beziehungen 
Kira: 
(63) fa-9=(2)- sin r6)-f@) 


2° —1 2 sı 
(64) o9(1— s) Een De Zt) PO). 





Unmittelbar erkennt man die Uebereinstimmung der letztern 
von ihnen mit Riemann’s Formel, wenn man bedenkt, dass, 
solange der reelle Bestandtheil von s grösser als 1 ist, die 
positiven Glieder in p(s) getrennt von den negativen conver- 
giren, man also schreiben darf: 


99 -l+,+5+)- + tet) 
-9-2.(5+,+5+) 


oder 

ps) zb) (I 2 
die stetige Fortsetzung der Funktionen, wie wir sie-geben 
werden, gestattet hieraus die Gleichung 


1 -)=8l-9:1—2) 
zu erschliessen, und somit erhält man (64) aus (62). 

Später haben Hurwitz*) und Lerch**) die Riemann’sche 
Untersuchung auf allgemeinere Funktionen ausgedehnt und 
sind zu den entsprechend allgemeineren Grundformeln geführt 
. worden; alle diese Formeln aber umfasst eine Transforma- 
tionsgleichung, welche von Lipschitz gegeben worden 
ist*"*) In der sehr interessanten Abhandlung, in der er sie 
entwickelt, wendet er sie auch an auf die sämmtlichen von 
Dirichlet in seiner Arbeit über die arithmetische Progression 


*) Hurwitz, einige Eigenschaften der Dirichlet’schen Funktionen 
Fg)= > e3 EN ,‚ die bei der Bestimmung der Classenzahlen binärer 
n/y 

quadratischer Formen auftreten, in Zeitschr. f. Mathematik u. Physik. 
Jahrg. 27 p. 86. 

**) Lerch, sur la fonction & (w, x,s), Acta Math. 11 p. 19. 

*#*) Lipschitz, Untersuchungen der Eigenschaften einer Gattung 
von- unendlichen Reihen, Joumal f. d. r. u. a. Math. 105 p. 127, sowie 
auch ebendas. 54 p. 313. 
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benutzten Reihen und bringt sie so in eine charakteristische 
Beziehung zur Kreistheilung, welche ihm dann ein Princip an 
die Hand giebt, um sämmtliche Zahlen, insbesondere alle 
Primzahlen in gewisse Classen zu theilen. Leider ist es un- 
möglich, an dieser Stelle von seinen bemerkenswerthen Unter- 
suchungen, die wohl noch der Vereinfachung fähig sind, nähere 
Rechenschaft zu geben. Wir müssen uns darauf beschränken, 
denjenigen besonderen Fall der genannten .Dirichlet’schen 
Reihen zu betrachten, welchem die Abhandlung von Hurwitz 
gewidmet ist; indem wir seine Untersuchung recapituliren, um- 
fassen wir zugleich die Riemann’sche, deren Methode sie sich 
aufs engste anschliesst und deren Resultat sie als einfachen 
Fall in sich begreift. 

9. Unter a, m verstehen wir positive ganze Zahlen, deren 
letztere nicht kleiner sein soll als die erstere, und unter dem 
Zeichen &(s, a, m) die für jeden Werth von s, dessen .reeller 
Bestandtheil grösser als 1 ist, convergente Reihe 


1 1 1 
(65) &(s,a,m)= ar Ar Gm ar Fe Ast 


Diese können wir zunächst mittels der bekannten Inte- 
gralformel 


je's) 


: — (ereamtda 
N 


0 





unter der Förm eines bestimmten Integrales darstellen; in der 
That ergiebt sich so 


u, 
&(s,a,m) = — f > NE allen dx 
rE.0 
aaa: 


em) x 
(66) &(s,a,m)—=- ei Se 2 za (0, 





Betrachten wir nun nach dem Vorgange von Riemann 
das complexe Integral 


RE ei ee 2) -1de, 
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BR. 
fr Abd 


wenn es längs einer Linie genommen wird, die sich beliebig | 
enge der positiven x-Axe anschliesst und den Nullpunkt be- 
liebig nahe umschliesst, wie in beistehender Figur die Linie Z 





Dies Integral ist in Folge der Potenz (— z) "!= el -Vles(- 2 
unendlich vieldeutig; damit es eindeutig werde, wählen wir | 
den log(—z) so, dass er für ein negatives 2 reell wird; 


in Folge davon wird, wenn — 2= re”! gesetzt wird, während 
— nr <y<ar ist, log (—2)=logr + vi, folglich für ein 
positives 2 auf der oberen Seite der «-Axe y=— x, auf 


der unteren ?—=r sein. Alsdann hat das Integral (67) für 
jeden complexen Werth von s einen ganz bestimmten end- 
lichen Werth, da die Funktion auf der Linie Z nirgends un- 
stetig wird. Wird aber zunächst der reelle Bestandtheil von s 
wieder grösser als 1 vorausgesetzt, so darf die Integration 
auch unendlich nahe an den Nullpunkt geführt werden, da 
alsdann - 
(— 2) 1 = ee los-ı) — eie-1)Aogr+yi) 


für r = O0 unendlich klein wird. Wir werden in diesem Falle 
also das Integral (67) auf folgende zwei Bestandtheile zurück- 
führen dürfen: 


0 


0) 
—(s—1l)zi er (s—1)lo (s—1)ri er (s—1)logx 
Can . mz_1] e\ 8% dx -H C . m&_] € 8 dx 
e — an 
o 0 


und finden somit, indem wir 
ee—uri — euer — — 9, 81n 5% n 
setzen, j 
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Br Ay ® (m—a)a 
ms; (— 2) "!dz = — 2isinsz f ER aTide, 
0 








€ 


folglich mit Rücksicht auf (66) und auf die bekannte Formel 





(68) F(s).-FTA—)= Eee M 
die Gleichung: 
= em —a) 2 
en ae 
e 


Wird nun diese, für jedes s, dessen reeller Bestandtheil _ 
grösser als 1 ist, aus der ursprünglichen Definition der Funk- 
tion &(s,a, m) hergeleitete Formel zur Definitionsgleichung 
dieser Funktion auch für alle übrigen Werthe von s ge- 
nommen, so erhalten wir damit eine Funktion, welche in der 
ganzen unendlichen Ebene der complexen Veränderlichen 
überall endlich bestimmt ist, mit Ausnahme des Punktes s=1, 
wo sie unendlich wird. In der That bleibt, wie bemerkt, das 
Integral zur Rechten für jedes s endlich, und demnach hat 
auch &(s,a, m) für jedes s einen bestimmten endlichen Werth, 
ausgenommen etwa die Werthe von s, bei denen F(1—s) un- 
endlich wird, d.h. die Werthe s=1,2,3,4,... Ist aber 
einer dieser Werthe, so kann man setzen 
4(8) 
| —n? 
wo .4(s) fürs=n endlich bleibt. Mittels (68) findet man 
nämlich 


Als: 











Frl) — reinen 
also 
1 
Be ET r AR m cos nn 
4. 
a 
AI (n) Be 
Demnach wird 
® (m—a)z 
lim. nee, a,m) = = . lim. 2 Il rs r (— 2)’ "1dz 
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Nun ist 
(— er a  (— rate es— n)log(—2) 


und man kann demnach das mit — 





r er wultiplieirke Integral, 


nach den steigenden uyupzene von s—n entwickelt, folgender- 
massen schreiben: | 





em—a) 2 
en m 4 ni "—tlog(=2)det 





Da hierbei 2 eine positive ganze Zahl bedeutet, so ist die 
unter dem ersten dieser Integralzeichen stehende Funktion 
überall eindeutig und mit Ausnahme des Nullpunktes auch 
endlich, man darf daher dem Cauchy’schen Fundamentalsatze 
zufolge die Integration, statt sie über die Linie Z auszudehnen, 
auf einen den Nullpunkt nahe umgebenden Kreis erstrecken. 
Dann wird fürn =1 


® (m—a): s z . 
: dz — (emo: " ? ) . dz a: amt, 
De 1 "em? ut. 1 Pr 2 m I 


man erhält demnach 


lim. (s — 1)$(s, a, m) = rn 
s=1 








d.h. &(s,a,m) ist im Punkte s= 1 unendlich von der 
ersten Ordnung. 

Für jeden Bee Werth 2n>1 aber verschwindeg 
das Integral 


em — a) 
IB (— me da = er= (eim- 0)2, 
MEN 


€ 








ar -(- 71) 2m | 


und folglich hat $(s, a, m) dann für s=n einen endlichen, 
durch das zweite Glied der Entwicklung gegebenen Werth. 
Nachdem dies festgestellt ist, denken wir nun unter s- 
einen Werth, dessen reeller Bestandtheil negativ ist, so dass 
derjenige von 1 — s grösser als 1 ist, und betrachten jetzt 
das Integral 


. nn 
(70) I ia 
c 


ausgedehnt über die wer Begrenzung des Flächenstücks 


e 
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F, welches von der unendlichen Kreisfläche um den Nullpunkt 
nach Ausscheidung des von L begrenzten Streifens übrig 
bleibt. Innerhalb dieses Flächenstücks ist die Funktion überall 
endlich, mit Ausnahme der Punkte, in denen der Nenner Null 


N OhNV pe 
wird d. h. der Punkte -_ für alle ganzen Zahlen h ausser 





Null. Auf der unendlichen Peripherie aber verschwindet das 
Integral; denn der Modulus des Integralelementes ist, wenn 
s=6-ri gesetzt wird, 


Be (m—a)r cos W 





dire -Dloegr—Ty : ————un un un _en, 
—mrcosw __4\? —mMrcosw ne MT Sın U 
(e 1) +4e era 

wo dem zweiten Faktor auch die Gestalt gegeben werden kann: 


er cos Y 


ee 
Vi — er cos ng 4 er c0sW, sin? mr sın ı 
2 





je nachdem nun cos »Y >O oder <O ist, zeigt der erste oder 
der zweite dieser Ausdrücke, dass mit unendlich wachsendem r 
der zweite Faktor endlich bleibt oder gar, wenn m>a«a ist, 
unendlich klein wird, welches letztere für den ersten Faktor 
immer der Fall ist, der Modulus wird also für r—= © ver- 
schwinden. Aus dieser Rücksicht folgt mittels des Funda- 
mentalsatzes von Cauchy, dass das über die Linie Z erstreckte 
Integral (70) auch gleich der Summe all’ derjenigen Integrale 
gesetzt werden kann, welche — und zwar im negativen Sinne 


ahri 
erstreckt werden. 





— unendlich nahe um die BanEre A 


Da aber das um en so erstreckte Integral gleich 


. 2hmi 
em—=a)2(— a RE m £ - de 
‚m % Me 2hri 
ee’ —1 Ihri Gun a 
z m 











re 2 
mM 
_2ahri 
= — Drni.e ”( 








ee 1 
m m 
d. ı. gleich 
s—1 A): 


= 2 eat (a hy,—! i A; m 
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ist, so findet man 





(m — a) 2 2 STIER Zahn ; 
Sie sm) Zn) 
Nach der von uns getroffenen Bestimmung ist aber 
(— hi En ng: R a 2 
fasst man daher je zwei Glieder der Summe, welche gleichen 


. aber entgegengesetzten Werthen von % iR zusammen, 
so findet man einfacher 


, (2) Id=—2i- ( ER De cos (> zer), 


e 








Hier dürfen wir endlich, damit % alle angezeigten Werthe 
durchlaufe, A = km n setzen, wenn wir n alle Zahlen 
L, 2,3,...m, k aber alle ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3,.. an- 
nehmen lassen; da 


s—1l Dahn sl Banı 
cos ( 2 a ) = eos ( 2 24 a 


NL 














gefunden wird, so ergiebt sich die rechte Seite obiger Glei- 
chung dann gleich 


-2.(5): 2 [es rei +) Zara 


wo die auf % bezügliche Summe, da der reelle Bestandtheil 
von L— s grösser als 1 ist, nichts anderes ist als die Funk- 
tion &(1—s,n,m). 

Durch Vergleichung mit der Definitionsgleichung 
(69) findet man also endlich für jedes s, dessen reeller 
Bestandtheil negativ ist, die folgende beachtenswerthe 
Beziehung: 


ee Dru-em m):cos (+) 


Vertauscht man hier s mit 1—s, so lässt EN diese 
Beziehung auch folgendermassen fassen: Für jedes s, dessen 
aller Bestandtheil grösser als 1 ist, hat man 


(72) &£(1—s,a,m) = e Zi Es Dec n mw) cos (7 —— _ | 
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Für a=m=1 wird $(s,a,m) mit der Funktion &(s) 
identisch, vorstehende allgemeine Formel aber verwandelt sich 
in die specielle Gleichung (62), welche Riemann für diese 
Funktion aus gleichen Betrachtungen hergeleitet hat. 

10. Machen wir nunmehr die Anwendung dieser Resul- 
tate auf die Funktionen, welche bei der Bestimmung der 
Classenanzahl auftreten, und zwar zunächst für‘den Fall, dass 
die Determinante, die wir ohne quadratischen Theiler voraus- 
setzen, D=+ P=1 (mod. 4) ist. 

Wir haben schon in Nr. 5 des 8. Abschnittes die Glei- 
chung bemerkt: 


1 S } ik (e*) 1 
ee 
P/ 

wenn. links die Summation auf alle positiven zu 2P, rechts 


auf alle solche zu P primen Zahlen erstreckt wird. Setzen 
wir also für den vorliegenden Fall 


Es, DyY= 9 (2) 


so können wir dafür auch schreiben 


F(s, D)-236%5; 


m aber durchläuft alle seine Werthe, wenn man in der Formel 
m=A-tkP für A die relativen Primzahlen zu P, welche 
<P sind, für % alle nicht: negativen ganzen Zahlen setzt. 
Demnach kann man auch schreiben: 


3)  F&D-L 6) 64 P 


n 
und erhält dann durch unmittelbare Anwendung der Formel (72), 
sobald der reelle Theil von s grösser als 1 ist, die Gleichung 


2 le) Zion Zu) 


wo die Summation bezüglich » auf alle Zahlen 1, 2,3,... P 
zu erstrecken is. Nun folgt aber aus der Gaussischen 
Summenformel 
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I RT vr, 
wenn zunächst D>0 also P=1 (mod. 4) ist, 
Se r-()vr, Ilz)intyt=0 
und daher 
Il) @Vr-0F: 
dagegen, wenn D<0O also P=3. (mod. » ist, umgekehrt 
Ie)mt2-0 Io) er )Ve 
und daher 
I) 7) (VP-nS 


Die rechte Seite der Gleichung (74) nimmt also je nach diesen 
beiden Fällen die Gestalt 


EZ) VP- 0. DI (2)E6n,D 
oder die Gestalt 


- EI 122 sin, — 26 n &(s,n, P) 


an, wo die Summation nach n auch nur über die zu P 




















primen Zahlen < P ausgedehnt zu werden braucht, da (5) 

für die übrigen verschwindet. Mit Rücksicht auf (73) erhält | 

man demnach die Beziehungen: | 
Wenn D>O ist: 

(38) Fi-,D)- (7) VP:es-F(sD), | 

wenn D<O ist: 

Flo) (ar\l-s,,5 5: 

(756) Fi—s,D)- 2) 'YP- sin @.Fls,D). | 

Ganz analoge Betrachtungen finden aber statt in den drei 


übrigen Fällen, welche die Determinante D darbieten kann. 
In ihnen verstehen wir unter F'(s, D) den Ausdruck 


76,2) 3 (2)4, | 
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ausgedehnt über alle positive relative Primzahlen zu 2.D. Im 
Falle D=+P=3 (mod.4) kommen wir auf die Funktion 
&(s,a, m) zurück, wenn wir n=4Pk--4 setzen und A die 
zu AP primen Zatlen <4P durchlaufen lassen, in den beiden 
andern Fällen, wenn n=8SPk -+% gesetzt wird und A die 
zu SP primen Zahlen <8SP durchläuft; statt auf die Gaussi- 
schen Summen haben wir uns in diesen Fällen resp. auf die 
Formeln (29), (30) oder (31) des 8. Abschn. zu berufen. Die 
Formeln, zu welchen wir so in diesen drei Fällen geführt 
werden, sind den Formeln (75) vollkommen analog und sie 
können zugleich mit diesen letzteren in zwei Gleichungen zu- 
sammengefasst werden, welche demnach für jede Determinante 
D ohne quadratische Theiler (einschliesslich D= 1) Giltig- 
keit haben. 

Sei 4 der Absolutwerth der Determinante D und bedeute 
k den Werth 1 im ersten der vier Fälle, den Werth 4 in den 
drei übrigen, so ist | 

wenn D>O ist 


? 

(168) FA—s D-9() "VRA.00s°®.F(s,D), 
wenn D<O ist 

(16b) FA —s,D)- (77) "VhA: sin ®.F(s,D). 


Die zweite dieser Formeln umfasst die erste der Schlö- 
milch’schen als einen speciellen, der Annahme D=—1 ent- 
sprechenden Fall, wie sogleich daraus zu ersehen, dass f(s) auch 

—1\ı1 
fa-2 5) er 
geschrieben werden kann, wenn die Summe auf alle ungera- 
den positiven Zahlen erstreckt wird. 

Dem allgemeinen Ergebnisse kann jedoch eine bemerkens- 
werthe andere Form gegeben werden. Erinnern wir zu diesem 
Zwecke an zwei bekannte Formeln aus der Lehre der T-Funk- 
tionen: 
und 


Fa rle + 4) = (2m)% 24-32. 1 (20), 
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welche letztere nur einen besonderen Fall. des Gaussischen 
Multiplikationssatzes ausmacht. Setzen wir in letzterer x = s/2, 
so kommt 





r (3). (3) = (2m)% 2%. 7 (6), 


und die erstere Formel liefert die folgenden zwei: 


N ee 


= 


cos — 
2 








und 








Mit Benutzung der ersten und dritten dieser Hilfsformeln 
überzeugt man sich ohne Mühe, dass 
wenn D>O ist, wegen (76a) der Ausdruck 


s k 4\s/ 
(77a) Fr D.T@))", 
mit Benutzung der ersten und zweiten der Hilfsformeln, dass, 
wenn D<O ist, wegen (76b) der Ausdruck ’ 


(77Tb) FD 


TE 





bei der Vertauschung von s mit 1—s ungeändert 
bleibt. | 

Insbesondere also ergiebt sich für den Fall D=1, in 
welchem F'(s, D) mit &(s) identisch ist, der schon von 
Riemann ausgesprochene Satz, dass das Produkt 


(77e) &(s)- e) en 


bei der Vertauschung von s mit 1—s sich nicht ändert. 
Wir fügen diesen Sätzen über die Funktion F(s, D) noch 
die Bemerkung hinzu, dass den analytischen Eigenschaften 
zufolge, welche wir für die Funktionen &(s, a, m) nachgewiesen 
haben, für jede Determinante D, welche von 1 ver- 
schieden und frei von quadratischen Theilern- ist, 
die Funktion F'(s, D) für jedes s eindeutig und auch 
für jeden endlichen Werth von s endlich ist. Denn 
der einzige Werth, für welchen letzteres bezweifelt werden 
könnte, wäre der Werth s= |, in welchem wir fanden 


A FL En ne D ı Anm Din a mn u a 


BE > 
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1 
at Bei c(s, am) eh 
dementsprechend fände man hier, wenn wir zuerst den Fall 


D=-+ P=1 (mod. 4) behandeln, nach (73) 
. 1 1 
Im. (s — 1)F(s,D) = 5 > > 
s= 7 


d. h. aber, wenn D nicht 1 ist, gleich Null (s. Formel (3) des 
3. Abschnitts). In gleicher Weise füänden wir für diesen Grenz- 
werth im zweiten Falle 


Se 


und in den beiden andern Fällen 


1 1/D 
2) 
diese Summen in demselben Umfange genommen, wie in der 
Formel (6) ebendaselbst, entsprechend den hier betrachteten 
speciellen Formen von D, und folglich gleich Null. Hieraus 
ist also ersichtlich, dass F'(s, D), solange D von 1 verschieden 
ist, auch für s— 1 endlich bleibt. Da somit F'(s, D) überall 
endlich ist, so folgt aus den Beziehungen (76), dass die Werthe 
st 
S 
“ Nullpunkte der Funktion’ 7'(s, D) sind. 
Ist also D>0O, so verschwindet F(s,D), wenn 
s=0 oder eine negative gerade Zahl ist, 
ist dagegen D<O, so verschwindet /(s, D), wenn 
s eine negative ungerade Zahl ist. 
Dagegen wird für D=1 
F(s,D) = £(s) 
und man weiss nach Abschnitt 3, dass diese Funktion für 
s—= 1 unendlich wird in der Weise, dass 


lim. 6-81 


en . Su i ” 
von s, für welche T(s) cos „ resp. I (s)sin unendlich sind, 


1st. 
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Die Häufigkeit der Primzahlen. 


1. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, deren Ergebnisse um 
so zuverlässiger zu sein pflegen, je grösser die Anzahl der 
Fälle oder Ereignisse ist, aus denen sie erschlossen werden, 
hat längst schon das Bedürfniss empfunden, die mit jener An- 
‘zahl immer wachsende Complieirtheit der Ausdrücke, mittels 
deren die Wahrscheinlichkeiten zu berechnen sind, vermeiden, 
diese nämlich durch einfachere ersetzen zu können, welche den 
angenäherten Werth der ersteren ergeben. Damit dies zu- 
lässig sei, müssen sie ihnen mit der wachsenden Anzahl der 


Fälle stets näher und näher kommen, ganz ähnlich wie die 


Asymptote einer Curve sich unendlich der letzteren annähert, 
wenn man immer weiter auf ihr fortschreitet. Man darf da- 
her diese einfacheren Ausdrücke auch als asymptotische 
Ausdrücke oder Gesetze für die zusammengesetzteren be- 
zeichnen, muss dies aber im allgemeinen in etwas weiterem 
Sinne thun als in der Geometrie: denn die Annäherung besteht 
hier im allgemeinen nicht sowohl darin, das der Unterschied 
zwischen den Ausdrücken und ihren asymptotischen Gesetzen 
gegen die Null, sondern meist nur darin, dass das Verhält- 
niss zwischen beiden gegen die Einheit convergirt. 

Bei den Berechnungen dieser Art spielen zwei berühmte 
Formeln eine grosse Rolle, die wir hier als bekannt voraus- 
setzen müssen. Die erste ist die Euler’sche Summen- 
formel, von welcher wir jedoch nur den speciellen Fall ge- 
brauchen, der in nachstehender Gleichung sich ausspricht: 


Die Häufigkeit der Primzahlen. aan 
(1) FaRrE) rt 
= + | fn)dn + >f(n) + a CINE 


wo Ü eine, von der Natur der Funktion f abhängige Con- 


stante bezeichnet. Ist insbesondere f(x) = —, so nimmt sie 
die besondere Gestalt an | 


n 
1 


1 i 
82 a a aan Si 


worin E die sogenannte Euler’sche Öonstante ist, welche 
den Werth des Integrales 


k 1 ER ‚ 
bee _ Age) 


ergiebt. Ist ferner f(x) = u so erhält man die Gleichung 





Ba: 
1 n? 1 1 1 
er > Tobi Sul Luk 7 Se ee 


Von diesen zweı Formeln . werden wir mehrfach Gebrauch 
machen. 





Die andere der gedachten Formeln ist die aus der Euler- 
schen ableitbare Formel von Stirling, welche selbst als ein 
asymptotisches Gesetz angesehen werden darf. Die Stirling- 
sche Formel*) besagt, dass, wenn n eine positive ganze 
Zahl ist, 

8 
n 


lost. 2-3--n = (n + 4) logn—n+logV2r +, 





gesetzt werden kann; unter verstehen wir hier und in 
allem Folgenden einen positiven echten Bruch, dessen 





*®) Serret hat die Stirling’sche Formel auf sehr einfache Weise 
nur durch Umformung der bekannten Gleichung, durch welche Wallis 
die Zahl x als unendliches Produkt definirt (in seinem Handbuch der 
höheren Algebra, deutsch von Wertheim, 2. Bd. S. 151, oder auch 
Lehrbuch der Differenzial- u. Integral-Rechnung, deutsch von Harnack, 
2. Th. S. 198 ff.) hergeleitet. 
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Werth aber von einer Gleichung zur anderen wech- 
seln kann. | 
Mit Hilfe dieser Formel lässt sich z. B. sogleich der 
Coefficient des mittelsten Gliedes in der binomischen Entwick- 
lung von (a + b)?”, nämlich | 
2nan—1).-m+1) _ 1-2.3..-- 2n 
1 DER aa 








dessen unmittelbare Berechnung mit wachsendem n auf un- 
überwindliche Schwierigkeiten stossen würde, sehr einfach mit 
beliebiger Annäherung. berechnen. Denn aus (2) folgt 


log1.2.3.... 22 — 2.logiT 223 ar 
08 — 40’ 
24n ° 


1% 





—2nlog2 _ logaen + 


(0, 0° zwei echte Brüche), also bis auf ein Glied von der Ord- 


1 
nung Br genau 











HEOMBLERE 1 
log KECERLAR nn — 2nlog2 — — lognx 

re. 

4 1,2.3 In 

(4) (1.2.3... nm? Yam’ 


ein offenbar sehr viel einfacherer asymptotischer Ausdruck. 
2. Zu solchen asymptotischen Gesetzen giebt nun auch 
die Zahlentheorie ganz besonders reichliche Veranlassung, wie 
wir dies im folgenden Abschnitte bei der Betrachtung der 
sogenannten mittleren Werthe zahlentheoretischer Funktionen 
näher ersehen werden; für den Augenblick beschränken wir 
uns auf die Frage nach dem Vorkommen der Primzahlen in 
der natürlichen Zahlenreihe. Die Abzählung der Primzahlen 
d. ı. die Ermittelung ihrer Anzahl unterhalb einer gegebenen 
Grenze weist sehr grosse Unregelmässigkeiten auf; während 
im allgemeinen die Dichtigkeit derselben immer geringer wer- 
den muss, da, je mehr Primzahlen schon angetroffen worden, 
die Menge der dazwischen tretenden zusammengesetzten Zahlen 
sich häuft, so folgen sich doch immer wieder zwei Primzahlen 
in sehr nahem Abstande, z. B. nur um zwei Einheiten ent- 
fernt; und es ist schwer ein Gesetz erkennbar, nach welchem 





a KLEE © LE al u ne 


ar ie u A en A ea m 5 u 
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ihre Häufigkeit sich bestimmt. Bevor ein solches gefunden, 
sah man sich naturgemäss zur Aufstellung eines Ausdruckes 
aufgefordert, welcher wenigstens annähernd und je weiter man 
zählt, um so angenäherter die Menge der vorhandenen Prim- 
zahlen anzugeben vermag. Legendre- hat zuerst durch 
Inducetion ein solches asymptotisches Gesetz für die 
Häufigkeit der Primzahlen ausfindig gemacht und ıhre 
Menge unterhalb der Grenze x durch die Formel 





8) I(«) = log x — 1,08366 


bestimmt. -Dirichlet hat sodann in einer Arbeit, welche 
für die Untersuchung der asymptotischen Gesetze in der 
Zahlentheorie den eigentlichen Ausgangspunkt bezeichnet, von 
der aber nur eine kurze Notiz erschienen ist”), u. a. auch die 
Legendre’sche Formel, wie er angiebt, hergeleitet. Unab- 
hängig von ihm hat Tschebischeff sich mit der gleichen 
Frage beschäftigt**). In seiner bezüglichen Arbeit leitet er 
zunächst aus Integralbetrachtungen folgenden Hauptsatz her: 

Ist II(x) die Anzahl der Primzahlen unterhalb der 
Grenze x, so werden die Eu SR nn 


. da X ax 
2 


jede für unzählige Werthe von x zwischen 2 und 
erfüllt, wie klein das positive « und wie gross die 
positive ganze Zahl n gedacht werden. 

Aus diesem Satze zieht Tschebischeff sodann den 











Schluss, dass Er — log x für = © keine von — 1 verschie- 


dene Constante- zur Grenze haben und hiernach Legendre’s 
Formel nieht unbegrenzt zulässig sein könne Wenn man 


J .. = 9 
sagt, eine Grösse A sei von der Ordnung m,, wenn 
og" x 





bei unendlich wachsendem x das Verhältniss von A zu 


m 


*) Dirichlet in den Monatsber. der Berl. Acad. v. J. 1838. 
*#, Tschebischeff, sur la totalit6 des nombres premiers inferieurs 
ä une limite donnee, in Liouville’s Journal Bd, 17 p. 341. 
23 
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für m > n unendlich gross, dagegen für m <n unendlich klein 
wird, so lässt sich zeigen, dass Legendre’s Ausdruck nicht 


. . de x . 
genau ist bis zu den Grössen von der Ordnung Tg 
schliesslich, dass vielmehr unter allen Funktionen von der Form 


dies nur die Funktion ; ist. Man bemerke, 


x % 
Alogx-+B log x — 
dass zufolge der, durch partielle Integration leicht zu erhal- 
tenden Gleichung 











dx x 1-& or ar 

/ IE oT log? x ac n 
- dx 

RO Ge ren 


. .. oc * . . [I 
die Ausdrücke ne die successiven Entwicklungsglieder des 
og" x . 


Integrals 
E dx 
(6) / log x 


2 





sind. Dieser Umstand in Verbindung mit dem vorher gege- 
benen Satze veranlassen Tschebischeff, statt des Legendre- 
schen Ausdruckes das Integral (6) als asymptotisches Gesetz 
für II(x) einzuführen. In der That zeigen die Tafeln der 
Primzahlen, wie schon Gauss bemerkt hatte*), dass es zu 
solchem Zwecke sich annähernd mit gleichem Erfolge eignet, 
wie die von Legendre vorgeschlagene Formel. Zwar weicht 
die Legendre’sche Formel innerhalb der drei ersten Millionen 
. weniger von der wahren Anzahl der Primzahlen ab, als das 
Integral, aber die Zählung innerhalb dieser Grenzen ist zur 
Feststellung, welche der beiden Formeln der andern überlegen 
ist, nicht zureichend; erst eine Vergleichung weit genug über 
diese Grenzen hinaus könnte darüber entscheiden. Es ergiebt 
sich dies aus der einfachen Bemerkung, welche Tschebi- 
scheff macht, dass der Unterschied 


*) Gauss’ Brief an Encke v. 24.12. 1849, s. ges. Werke Bd. Il 
p- 444. 
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x 
” EWR 
I) = log x — 1,08366 ner 


2 
mit der Ableitung 
0,08366 log x — (1,08366)? 





I (a) = log x (log x — 1,08366)? ? 
welche für 
r (1,08366)? 
__. (1,08366)' 2" fine _,.836 19 
log x = 0,08366 d. 12 für u ==c6 = 1 247 646, Eee 


‚verschwindet, während 4” (x) alsdann positiv ist, für diesen 
Werth von x ein Minimum ist und von ihm an bei wachsen- 
dem x fortdauernd zunimmt, da 4’(x) dann positiv bleibt. 
Neuerdings hat Meissel*) die Anzahl der Primzahlen nach 
einer besonderen Methode sehr viel weiter, nämlich bis an die 
Grenzen der ersten Milliarde berechnet, es scheint aber, dass 
er der eben‘ besprochenen Frage dabei keine Erörterung ge- 
widmet hat. — 
Vermittelst der Formel 





hat Tschebischeff zwei asymptotische Ausdrücke bestätigt, 
welche auch schon Legendre aus seiner Formel für die bei- 
den Ausdrücke 
1 
va 
4 


Sr m II 


wenn sie über alle Primzahlen unterhalb einer gegebenen 
Grenze erstreckt werden, hergeleitet hatte. Diese interessanten 
asymptotischen Gesetze wollen wir hier ohne jede Annahme 
eines Ausdruckes für /I(z) auf völlig strengem Wege be- 
weisen, indem wir uns einer Arbeit von Mersens**) an- 





*) Meissel: Ueber die Bestimmung der Primzahlenmenge inner- 
halb gegebener Grenzen; Berechnung der Menge der Primzahlen, welche 
innerhalb der 1. Million natürlicher Zahlen vorkommen; Berechnung 
der Menge der Primzahlen, welche innerhalb der ersten Milliarde natür- 
licher Zahlen vorkommen, in Math Annalen Bd. 2, 3, 25, s. auch Bd. 
21 u. 23. 

**), Mertens, ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, Journal 
f. d. r. u. a. Mathematik, Bd. 78 8. 46. 
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schliessen, die auch: noch andere beachtenswerthe Resultate 
enthält. Sie beruht auf derselben Grundformel, wie eine zweite, 
die Menge der Primzahlen betreffende Abhandlung von Tsche- 
bischeff*), von der wir zu sprechen haben. Diese Grund- 
formel wollen wir demnach zuerst beweisen, indem wir dabei 
eine Funktion zu Hilfe nehmen, welche Cesaro eingeführt 
hat**). 

3. Wir schicken einen allgemeinen Satz voraus, 
den wir auch später gebrauchen werden. 

Sei x ein positiver Werth und [x] das grösste darin ent- 
haltene Ganze, f(x) und F(x) seien Funktionen, zwischen 
denen für jedes positive x die Beziehung besteht: 


) F=-FVW+)HFEH)+ -- +). 


Aus dieser Annahme folgt für jede positive ganze Zahl v 


FE) DHL Hr Hr 
und daher auch 


[x] [x] 


2 r6)- I 0W ++. +rle)) 


i=1 
Ist nun % eine Zahl <|[x], so kommt in der Summe 
rechts offenbar das Glied f(k) so oft vor, als k <= d.h. 
i< ist, also |% |Mal, und die Gleichung lässt sich demnach 
auch folgendermassen schreiben: 


[2] [2] 
x & 
®) 2 FG -2 1: 1@ 
1 1 
In die$er zuerst von Dirichlet gegebenen Formel 
besteht der gedachte allgemeine Satz. 
*) Tschebischeff, memoire sur les nombres premiers, Liou- 
ville’s Journal Bd. 17 p. 366. 
**) C&saro, sur une fonction », in seiner bereits erwähnten Schrift 
sur diverses questions d’arithmetique. 
"=", [[x] steht hier, wie im Folgenden in ähnlichen Fällen, kürzer 


zur Allac]): 
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Nunmehr bezeichnen wir mit Tschebischeff durch das 
Zeichen 08%&) die Summe der natürlichen Logarithmen 
aller Primzahlen 9<x. Sei alsdann für eine solche Prim- 
zahl 9° die höchste Potenz, welche noch nicht grösser ist als 
x, also a 

BF <= mr Ve 
und folglich 
L 1 


Begzen 





so findet sich logg einmal als Summande vor in jeder der 
:! 


Funktionen ® (x), ® (23) RED (2°) , aber nicht mehr in den 





1 9% 1 
Funktionen ol i), 8 (2° ;). ...; 10ogg findet sich dem- 
nach in der Summe 


1 1 

(9) ee, 
welche fortzusetzen ist, bis das Argument der Funktion 9 
kleiner als 2 wird, wo dann die Funktion den Werth O hat, 
genau a Mal als Summande vor. | 

Ferner setzen wir mit Cesaro v(n) = 0, so oft n eine 
aus mehreren Primzahlen zusammengesetzte ganze Zahl ist, 
dagegen v (n) = log g, wenn n = g* eine Primzahlpotenz ist; 
v(1) wird entsprechend gleich log1 d.i. gleich 0 gesetzt. 
Da nun in der Reihe 1, 2, 3, .... [®] von q nur die Potenzen 
9, 9°, 9, --- qg“ vorkommen, so findet sich in der Summe 


vl) +HrVr@)+rß)+t::: +vlel 
logg genau a Mal vor. 

Da dieses, wie das vorige Resultat, für jede der Prim- 
zahlen 9 <x gilt und alle Zahlen <x nur aus solchen zu- 
sammengesetzt sind, so ergiebt sich sogleich die Ueberein- 
stimmung der bezeichneten beiden Summen, nämlich 


(10) vr HB) + + viel 
für jeden positiven Werth von x. Hiernach folgt aber aus 
‚dem voraufgeschickten Hilfssatze die Gleichung 


[2] [] | 
+) - 2 r®; 


# 
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in welcher man die linke Seite auch durch die Summe 


va) +) terld)+ 


fortgesetzt, bis sie abbricht, was geschehen wird, sobald das 
Argument von % unter 2 herabsinkt, und die rechte Seite 


0 Zusals]+[#]+[5]+-) 


ersetzen kann, da v(k) nur für solche Werthe von /, welche 
Primzahlpotenzen sind, von O verschieden, für alle Potenzen 
derselben Primzahl q aber gleich log g ist. Somit nimmt die 
vorige Gleichung die Gestalt an: 


a) va +r&)+rl)+ = De d-logg, 
I<T 
wenn zur Abkürzung gesetzt wird 
2) eat 
die Reihe fortgesetzt, bis sie abbricht. hr 
Nun bezeichnet aber der letztere Ausdruck genau, wie oft 
die Primzahl y9 in dem Produkte 


1:2-3.:. [2] 

aufgeht oder wie oft log q in dem entwickelten Logarithmus 
log 2a} | 

als Summande auftritt; und da andere Primzahlen als die mit 


y bezeichneten in diesem Produkt nicht enthalten sind, so 
findet sich offenbar die Beziehung 


(13) log1-2.3..- J-v@W)+u(li) ty) +: 


Dies ist die Grundformel von Tschebischeff. — 

Diese Grundformel benutzt nun Tschebischeff ın der 
eben genannten Abhandlung, um für die Menge der Prim- 
zahlen in einem gegebenen Intervall der natürlichen Zahlen- 
reihe zwei Grenzen aufzustellen. Er leitet zunächst aus ihr 
für y (x) zwei Ungleichheiten her: Fi 


VOTE), 





. 
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in denen zur Abkürzung 
\ log1l-2-3---[a]= T() 
gesetzt ist. Schliesst man aber 7'(x) selbst durch die Stir- 


‚ling’sche Formel in Grenzen ein (s. folgende Nr.), so nehmen 
diese Ungleichheiten -die Form an: 


va) > Ar — 2 logo —1 


- R »(@)— u(? )< As + logo, 


wo . 
DE . 94 . 57 
A = log Eon 


ist. Aus ihnen leitet Tschebischeff für die Funktion 0 (x) 
die beiden Grenzen her: 





(14) 9 (2) <Hla)<0O,(@), 
wobei 
6 1 1) ö 
(15) Io, (x) rat Bee + Flog6 log?x + — logx + 2 
12 ; 5 F 15 Dr 
[9 (®) — Au — AR RT log’ — 7 logx — 3 


ist. Sind aber /, L>! gegebene positive Werthe und m die 
Anzahl der Primzahlen >! und <L, so wird 


mlogt <e(L) —B(l) <mlogL 


d.h. 
8(L)—o(M 


(16) Fr 


log I 

sein. Durch Umformung dieser Ungleichheiten mittels der 
Ungleichheiten (14) erhält man die zwei Grenzen, in welche 
Tschebischeff die Anzahl der innerhalb des Intervalls / bis 
L enthaltenen Primzahlen beschlossen hat. Ihre Ausdrücke 
sind aber so arg complieirt, dass sich aus ihnen irgend 
welcher Schluss auf die Häufigkeit der Primzahlen nicht 
ableiten lässt. — 

4, Indem wir uns daher nun den Untersuchungen von 
Mertens zuwenden, ziehen wir zuvörderst aus der Grund- 
formel von Tschebischeff in Verbindung mit der Stirling- 
schen Gleichung den Suede der beiden Mertens’schen 
Hilfssätze. 
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Durch eine leichte Umformung nimmt nämlich letztere 
Gleichung die Gestalt an: 


log1-2.3..-3 n— logV?r + ee log -N+5; 


3 
und, wenn man » in n + 1 verwandelt, auch die folgende 


Gestalt: 
f Fe 1 
1081-23. n—logY?#— + (n+1—+) (log +11) 


8 
zip 12 n +1) 


Bedeutet nun wieder x einen positiven Werth und [x] 
das grösste darin enthaltene Ganze, so folgen aus diesen bei- 
den Gleichungen die folgenden Ungleichheiten: 


1 


! ae! 1 
log 1.2.3 [a]<logY2# +4 + (e+ 5) loge— 1) +5 
Ai, 
<logY2r tele - ct — > log a a 5 


und 
log1-2-3 --- [x]>1og V2r — 5 + (x =) (logx — 1) 
di 
x 1 
>log Yan + wloge — x — — loga. 
Dureh Verwandlung von x in > in der letzteren und 


durch zwiefache Subtraction der so entstehenden Ungleichheit 
von der ersteren geht die nachfolgende hervor: 


log1-2-3 0. [al 2log1-2-3... [2] 
3 —— {1 
<alog2 + Zloge— logYy2r — log2 +, 


d. 1. <x, wenn x gross genug gedacht wird; eine genauere 
Rechnung zeigt, dass dies schon der Fall ist, wenn x > 4 ist. 
Man findet daher alsdann die Ungleichheit 


v9) +35) 9) +: <a 


und da die Funktion (=) und somit offenbar auch Y(x) zu- 
gleich mit x abnimmt, einfacher noch 
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v@)— v(&)<e. 
In gleicher Weise aber ist 


woraus durch Addition endlich 
I a 


wo die Reihe unendlich fortgesetzt werden darf, d. h. 
U (x) <2%x hervorgeht. Umsomehr also findet die Un- 
gleichheit statt: 


(17) DE 2 

oder 

(18) IE loggq <2. 
g9<x 


Nachdem wir dies festgestellt haben, kehren wir zur De- 
finitionsgleichung (12) zurück, in welcher wir jetzt unter & 
eine positive ganze Zahl n verstehen wollen. Zufolge der Be- 
deutung der Symbole zur Rechten ergeben sich aus ihr un- 
mittelbar die Ungleichheiten 


N 1 1 1 
(19) u Zen, Anl +4t5+) 
und nun weiter die folgenden: 
l l l 
n El — logg<e(n, loga<n (+14...) 


also auch, wenn über alle Primzahlen q<n summirt und (11) 
wie (13) beachtet wird, 


nl N logg<iog1:2:3 MM 
ae Nr.) 


Ersetzt man nach der Stirlin g’schen Formel das mittlere 


(lied durch 
1 > ®) 
(n +4) logn —n + log Y2x + rn 
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und theilt die Ungleichheiten durch n, so führt man sie ohne 
Mühe in die folgenden über: 


1 : 1) 1 AR log q 

| 1 ande DU > loggq<logn > Dr 

ASt log gq = 1) logq | 

(20) 1 logn — > Sr < 1 5, log 2un > or ] 
4 log q 

IS g° A ente | 


Ä 1 8 R E ä | 
Nun ist 1— „,log2rzn — .., > 0, wie sich ergiebt, } 











wenn man erwägt, dass, da n > 2 gedacht ist, 








log2rxn log 2n logr _log4 log 4 
am: 2% 1: an 4 Ar 4 <log2 
und Y 3 
12n? = 48 
also 
log rn 





8 e 1 | | 
2n ram <is2 rg <l 5 | 


ist”). Andererseits, ist 
De AR De Se Da Are: il 
rn 


aus der Euler’schen Formel 























| | BR 5 22 > 
D ve m 
q 
aber folgt durch logarıthmische Differenzirung nach s 
log n logq & 
m g’ logq N 
u ED (Ir 
1 ZUR a sn Pe: 
w 


l 


also für s= 2 


n 





*) Diese Bemerkung, durch welche die Beschränkung auf die 
Werthen SZ 5, die in der Mertens’schen Arbeit seinen Resultaten 
auferlegt wird, aufgehoben wird, verdanke ich einer brieflichen Mit- 
theilung von seiner Seite. 
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> log N 





Dis >: ne 


und hier ist endlich 


1 
n® 


Er 
2: 


7U 
AN 6 


während ' 


Der — 09375482543... 
1 


ist”). Aus alle diesem geht hervor, dass den Ungleichheiten 
(20) die einfachere Gestalt gegeben werden kann 


— 1 Dogg <log N — PA ir 


I<n an 


und da tn dem ersten Mertens’schen Hilfssatze die linke 
Seite numerisch kleiner als 2 ist, findet man so den zweiten 
Mertens’schen Hilfssatz: Es ist immer, wenn Öö einen 
positiven oder negativen echten Bruch bedeutet, 


(21) log n— E14 20%). 


ozn 





*) S. Gauss Disqu. Arithm. p. 364. 

**) In seiner Abhandlung, sur diverses questions d’arithmetique, 
Note 20 (sowie auch in der Vorrede) meint Herr C&@saro, dass das 
hier — nur mit einigen unwesentlichen Veränderungen — wiedergegebene 
Räsonnement von Hrn. Mertens einen Fehler enthalte, der es gänzlich 
umwerfe. Er schliesst nämlich folgendermassen: Aus (12) gehen, wenn 


g® == n< gti 
gesetzt wird, die Ungleichheiten hervor 
1 1 ) ( 1 1 ) 
= 2, — ee e(n, n\— ee ar 
(++ <em on ++ 


log n 
log q 





oder, da a -| | ist, umsomehr die folgenden: 





7; 


(19a) (+24) "<ein, al + str) 
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5. Von diesen Sätzen ausgehend kann man nun nach 


Mertens die Summe 
1 
a 


4<x 


ermitteln, indem man hierzu die Summe 
= 27 
— q 
I1<% 


zu Hilfe nimmt. Das Princip dieser Mertens’schen Er- 
mittlung besteht in einergeigenthümlichen Umfor- 


mung, welche mittels der einfachen Bemerkung, dass 





Linz Anz, oder 


log n 





ist, je nachdem n eine zusammengesetzte oder eine Primzahl 
ist, vorgenommen werden kann. Aus der oben benutzten 
Euler’schen Formel folgt nämlich zunächst, wenn s=1- o 
gesetzt und der im ir Abschnitte Be Dirichlet’sche 


Satz vom Grenzwerthe der Summe Pe ve für oeapen 
Erinnerung genommen wird, 


[0] 


Be 3,110) 
2 i ® j 


"Tate 








unter (g) eine Grösse verstanden, welche zugleich mit o un- 
endlich klein wird. Durch Uebergang zu den Logarithmen 
erhält man also diese Gleichung: 





Indem er nun genau folgert, wie wir es gethan haben, kommt er zu 
Grenzen für den Unterschied 





welche das störende Glied 
» 


enthalten, und schliesst hieraus, dass bei Hrn. Mertens dies störende 
Glied durch einen fehlerhaften Schluss eliminirt werde. In Wahrheit 
aber liegt die Schuld, dass es überhaupt auftritt, nur in dem Umstande, 
dass Hr. @&saro statt der Ungleichheiten (19), die wir benutzt haben, 
von den ungeeigneten Ungleichheiten (19a) Gebrauch macht, 
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je) 


22) er le O)e 
wenn zur Abkürzung 


(23) IDE+4 DI 44 = 


gesetzt wird. — Mit Hilfe der voraufgeschickten Bemerkung 
aber kann man die auf alle Primzahlen g>9g -+ 1 erstreckte 


Summe 
A: 
> gite ER n? log n 


g+1 





d. i. gleich 


Fr f(9) 1 
+ log(g+1) + Ire ” (mi logn (m +18 log (n+ ) 








setzen, wobei g die positive ganze Zahl [x] sei. Dieser Aus- 
druck kann mit Rücksicht auf (21) durch den andern 


= fg) it 
(+1) log g+ 1) +2 log n ee (n +1) log ee) 





gr1 
1 
ei 24% reden TER) 
get 
2(4—8) — logy x 1 2 
2 (g + log (g +1) u & Ex (m logn m+1log(n-+ o) 


ersetzt werden, in welchem 4, ö positive oder negative echte 
Brüche sind. Hier ist 





1 r 1 1 
ee Po BE u 
"lgn n+YVYlog(n+1) nN (n + 1). 


1 
ji log (3 RT ;) 
R+2 log (n +1) 


und mit Rücksicht auf die für jedes « <1 giltige Formel 


0 1 
N ie hr "aan: 
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darf man für jedes positive e bs e=(0 hin 
1 
ee 
n+1lgm +1) mn+nTilogm+tı)  nlogn 


schreiben, wenn ®, wie immer, einen positiven echten Bruch 
bezeichnet, der mit dem vorigen 8 nicht identisch zu sein 
braucht und in den folgenden Gleichungen wieder ein’ anderer: 
sein kann. Hiernach wird 


Di or ( log n ER + 1) E- (n + ns 


9+r1 


>” 1 x 1 
= 6) ® 5 
Fe; Fa: 1) F1]og (n + 1) Fa BI. 


oder, da man sich leicht überzeugt, dass 


























1 1 1 
(25) ln log n—1) nlogn 


ist, gleich 





1 1 
(+18 Trip hr + RT log (m + 








Hiernach wird der Ausdruck (24) sich in den folgenden ver- 
wandeln: . 
2(4—8)+log(g+1)—1logg— 
5 oral ar: + zn eu 
+ DPlog(g+1) net! log’ 





dessen beide erste Glieder a. für jedes 
positive o bis e = 0 hin die numerische Grenze | 
1 5 

glg Tig@+h) 


nicht überschreiten. Man erhält demnach endlich 


x 1 x 1 
2 ee er EEE > 
(28) 2 log n +#%, 
wo R numerisch kleiner ist als der Ausdruck (27), der mit 
wachsendem g unendlich abnimmt. 


Weiter aber erinnern wir an die Ungleichheiten (39a) 
und (39b) des dritten Abschnittes: 


(27) 
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aus welchen 





% 1 8 
mer aa gro 


og° 


hervorgeht. Wird diese Gleichung nach og zwischen den Gren- 
zen oe und 1 integrirt, so findet sich 


a Net Me 1 1 
Die rn ar EHER ) 
no ni fiag grrlogg gÜlosg 


oder auch, wenn das n—g entsprechende Glied der Summe 
von links nach rechts geschafft und (25) beachtet wird, 


1 1 
2) Sarrlın- fs DET ER RE ERN 
( ) er log n ) Fran g m g gıre log g g”logg 


Hier kann aber an das Integral, dessen Integrationsvariable 
lieber nun x genannt werde, durch die Differenz 


2 % 
x. g® 
zweier Integrale ee BE deren erstes, wenn statt 
xlogy einfach x eingeführt wird, in 


f& a2 ee: —— .—) dx 
= 


ologg elogy 




















verwandelt werden kann. Nun ist 








ir . z %) 
fe Te d. 1: gleich 9logg y 
1 a IE 
Be — ) a0 E+ (0) 
glogg 
je >) [0 >) 
dx edge. 
a a En eo 
eo m. N 
ologg ologg 
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und da log e — log(1 — gt) — log- == 


gleich log (27) wird, 


1 
— log (1 — 979) — log — log (log 9) + (e)- 


Durch alle diese Bemerkungen nimmt die Gleichung (29) 
zuletzt ER Gestalt an: 


pe een 1081 —10g (lee) —E+ +), 


“wo 5 ein positiver oder negativer echter Bruch ist. Durch 
Verbindung dieser Formel mit der Formel (28) kommt nunmehr 





3) Ile, Ile) Etr+@), 

gti 
wo y eine leicht ne mit unendlich wachsendem g un- 
endlich abnehmende Grenze nicht überschreitet*). Wird diese 
Gleichung aber schliesslich von der Gleichung (22) subtrahirt 
und dann o seiner Grenze unendlich genähert, so findet man 
die Summe, welche ermittelt werden sollte: 


(82) Dr —lg: log [x] HE—H— 7. 


g<x 


Ferner ıst aber 


| | 1 1 =. > 1 1 1 
q I 





een 1<® 1<® 4<® 
1 1 1 1 I 
- 2748-7 20 7 A 
I<XT 1 s+1 


wo 9=|x] gedacht ist, und ganz analog den Betrachtungen 
der Nr. 6 des 4. Abschnittes findet man 


1 1 1 1 1 
> ae: ee 
gti g+1 


*) Die hier gegebenen Grenzen weichen in etwas von den genaueren 
ab, welche Mertens gegeben hat; zur Vermeidung complicirterer Be- 
trachtungen haben wir.hier auf die grössere Genauigkeit verzichten zu 
sollen gemeint. 


a un u a 
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Folglich wird 
(33) log | — log= log [x] HE — y), 


DEORR a 





wo auch y’ eine mit ee wachsendem g unendlich ab- 
nehmende angebbare Grenze nicht überschreiten kann, oder, 
wenn von den Logarithmen zu den Zahlen übergegangen wird, 
entsteht die folgende Gleichung: 


1 | 
(34) Ne. 
zul — 2 


Die Formeln (32) und (34) treten als genau erwiesene 
Gleichungen an die Stelle derjenigen, welche Legendre aus 
seiner Formel für die Häufigkeit der Primzahlen abgeleitet 
hat*), nämlich der Formeln: | 


+ — log (log [x] — 0,08366) + 'C 


ı<x 


II (1 a 7 ) log Fa 0,08366 ? 


I<% 





in denen A und Ü.Constanten bezeichnen. — 

6. Diese Mertens’sche Untersuchung gestattet eine inter- 
 essante Erweiterung, vermittelst deren es gelingt, die Summe 
D>- 1 

12 
auch unter der Voraussetzung zu ermitteln, dass die Summe 
sich nicht über sämmtliche Primzahlen <x, sondern nur 
über diejenigen erstreckt, welche eine vorgeschriebene Linear- 
form haben, beispielsweise in der im 4. Abschnitte untersuchten 
arithmetischen Progression M&-* N enthalten sind. 

Wir behalten dieselben Bezeichnungen bei, wie in jenem 
Abschnitte, verstehen also insbesondere unter dem Zeichen «a, 
den Charakter (rn) oder die Null, je nachdem rn prim ist zu 
M oder nicht. Nach den dort. entwickelten Eigenschaften der 
Charaktere wird dann 


* 





*) Legendre, theorie des nombres, 2. Edition p. 396 u. 397. 
24* 
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(35a) A, = Ay, wenn v (mod. m) 
ist, und 
(35b) An-+1 + An-+2 + 2 g“. + An -+M ur 0, 


wenn 4(n) vom Hauptcharakter verschieden, dagegen 
(35e) On-+1 + An-+2 + Be + An+M == o(M), 

wenn 4(n) dem Hauptcharakter gleich ist; ferner ist 
(35d) An On’ = Inn’ 

und endlich wird die auf alle Charaktere bezogene Summe 


(35e) >= An 


| X 
gleich Null sein für jede Zahl r, mit Ausnahme derjenigen 
Zahlen n, welche =1 (mod. m) sind, für welche sie den 
Werth p(M) hat. 

Wir verstehen nun unter y(») einen vom Hanplchare ie 
verschiedenen Charakter. Von jeder Reihe von der Form 
n—1 nıte 
gilt dann wegen (35b), was dort bezüglich der Reihen der 
dritten Kategorie hervorgehoben wurde, offenbar aber auch 
auf die der zweiten Kategorie anwendbar ist, dass sie sowohl, 
wie auch ihre nach s=1-+ og genommene Ableitung, nz 


die Reihe 
S: a,log n 
1 
ni n 2 


für jeden positiven Werth von s endlich und stetig ist. 
Demnach convergiren auch die beiden Reihen 


x A, > a,log n 
Pe IE 
und es ist leicht, dies auch direkt zu zeigen. Z. B. lässt sich 
für die erste Reihe schreiben: 


Se403)+@40(-1)+H@tata (eh) 
er re en per +9-1) )tHat+a+ +0); 
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wegen der Gleichung (35b) wird aber der Modulus von be- 
liebig vielen aufeinanderfolgenden a,, da zudem mod. a, gleich 
1 oder O ist, je nachdem » prim ist zu M oder nicht, nie- 
mals die Grenze g(M) überschreiten, aus der vorigen Glei- 
chung folgt also die andere: 


9 
(36) mod. I, a <op(M); 
1 


und auf gleiche Weise findet sich 


(37) eh Di_ Im En. 


gr 





a,log n 
er folgern 





Aus der Gonvergenz der- Reihe DE 
2 


wir jetzt die Convergenz der nur auf Primzahlen be- 


a, lo 
schränkten Reihe DS er In der That, betrachten wir 


2 
zunächst die endliche Reihe 





a,log n 


(38) | Zu CE 


N” 





und verstehen unter y jede Primzahl <y, so lassen sich durch 
Auflösung des logn in seine Summanden diejenigen Glieder 
zusammenfassen, welche in logg multiplicirt sind. Diese ent- 
stehen aus den Vielfachen 


Lgs 2:9, 3:4, a2 [2]:a 


der Reihe 1, 2, 3,... 9, aber diejenigen dieser Vielfachen, 
welche durch 4° theilbar sind, nämlich die Zahlen 


IB ee [&1-@; 


geben den Summanden log g zweimal, diejenigen der letztern, 
welche durch g° theilbar sind, nämlich die Zahlen 


I Es 9 Pr %]|-,; 


noch einmal öfter u.s.f. Vereinigt man also diejenigen Grlie- 
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der der Summe (38), welche logg zum Faktor haben, so er- 
hält man logg multiplicirt in die Summe: 


ra 


S Dee ale 
q m gq? m 
N 1 
wenn 


gesetzt wird. ae ist 


N = a, log n Ay RE log 
(39) ie === 7: Ener Be I log 0. 
2 123 


=. Das» 


ist, wırd mod. Zi kleiner als 


rn (Bl ln ei 
trat Det): 
folglich 


mod. IR logq <g(M) (7218 + gan)‘ 


Hier ist nach dem ersten Hilfssatze 2 log q <a 9, ferner ist 


= log q >; log q 
Daun, < gl) 


d. ı. kleiner als 


Die reraı Kai 
2 2 








und demnach 


Die Häufigkeit der Primzahlen. 375 


mod. I) Rlogg <3p(M). 
q 


Da in (39) also das letzte Glied rechts und die Reihe zur 
Linken, wenn g unendlich wächst, endlich bleibt, während den 


Sätzen des 4. Abschnitts zufolge Ba: ein von Null ver- 
1 


schiedener endlicher Werth ist, so folgt, dass auch der Modu- 
lus der Summe 

a,log q 
4 an 4 
(40) 9-37 
bei unendlich wachsendem x eine endliche Grenze @ nicht 
überschreitet, oder dass, was bewiesen’werden sollte, die Reihe 


je] 
ra, log q 
>= q 
convergirt. - 
- 7. Nunmehr verwenden wir wieder die Summe (40) 
zu einer analogen Umformung, wie in voriger Nr., in- 


dem wir bemerken, dass 


DE) Be 


log n q 





sein wird, je nachdem » eine der nicht in M aufgehenden 
Primzahlen 9 oder eine von diesen verschiedene positive ganze 
Zahl ist. Aus diesem Grunde darf man, wenn y>g-+1 
ist, schreiben: 

i %, 5 F(n) — F(n— 1) 


log n 
ra g+1 n 


FF 7) ı 
— log(g-+1 tert Ole Kar): 





also ıst 
i ; 
Be Et 1 De eat! 
mod > 1 E älcr: (+1) + log (y+1) PET, log(n + n)) 
Or, 
2 2G 
log(g+1) 


”» 
also, wie weit y auch über g hinaus liege, für ein hinreichend 


376 Zwölfter Abschnitt. 


grosses y beliebig klein, mit andern Worten: die unendliche 
auf alle Primzahlen g sich erstreckende Reihe 


> “a 
q 


2 


ist convergent und man darf schreiben: 


SU N LE 
(41) en Sr ie 


wo mod.A<]1 ist. 
Nebenbei schliessen wir hieraus, dass gleicherweise 
für jedes 0 > 0 die Gleichung gilt 


; >E gite -35: gıte Au a 


aus deren Verbindung mit der vorigen offenbar die folgende 
hervorgeht: 











- [47 a 
(42) lım. > VERDEr, > 220g 
BUT any are = 3 
Und da nach der -Euler’schen Formel 
| | 1 BR >; di, 
2 ER Wi 1 „ıre 
gıre 


also auch 


> ER 
Ir ee 1 S+ De ct ne 1 nite 


ist, so findet man beim Uebergange zur Grenze e=(0 mit 
Rücksicht auf die Ergebnisse des 3. und 4. Abschnitts 


Deri DE+I I Ur u Die 





oder 
j z ts S a, 
9. Ze 
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Kehren wir aber zu unserm Gegenstande zurück, so dürfen 
wir die Gleichung (41) auch so deuten: Für jeden vom 
Hauptcharakter verschiedenen Charakter y besteht 
die Beziehung: 


g 
1%, 1.2G 
5 DER gr 


* 
wenn wir die nur vom Charakter x abhängige Summe 


setzen. - 

Ist aber x der Hauptcharakter 1, so ist a,= 1 für jede 
der nicht in M enthaltenen, @«,=0 für jede der in M auf- 
gehenden Primzahlen und demnach ist — sobald g grösser als 
die grösste der in M aufgehenden Primzahlen gedacht wird — 


g A 9 
1 
Se er Dee 
2 u 2 q 


unter 6 die Summe der reciproken Werthe aller in M auf- 
gehenden ‚Primzahlen verstanden, was, mit Rücksicht auf (32) 
sich auch so aussprechen lässt: Ist y der Hauptcharakter, 
so ist | 


g 
(44a) >= log (logg) HE —H— 0-7. 
2 


Nun sei vN = 1 (mod. M); wird dann (44) mit a, multi- 
plieirt, darauf über alle vom Hauptcharakter verschiedenen 
Charaktere summirt und endlich die Gleichung (44a), in wel- 
cher mit Rücksicht auf (35d) und darauf, dass für den Haupt- 
charakter a, =1 ist, a,, statt a, gesetzt werden darf, hinzu- 
gefügt; so ergiebt sich 


; 
DD —log (log) +E—H—60—- 7 
2 


+ IX +, 


wo F eine mit unendlich wachsendem g unendlich abnehmende 
Grösse bedeutet; die Summe | 
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2 


z | Ogv 


bezieht sich dabei auf sämmtliche Uharaktere und ist wegen 
(35e) für alle Primzahlen g gleich Null, mit Ausnahme der- 
jenigen, welche der Congruenz 


vo=1 oder g=N (mod. M) 


genügen d.h. in der arithmetischen Progression Mx + N ent- 
halten sind, für welche letztere sie gleich p(M) ist. Und 
somit erhalten wir das Resultat: 
Die auf alle in der arithmetischen Progression 
Mx-+ N enthaltenen Primzahlen qg<g erstreckte 


Summe 
De 
2 q 3 
ist gleich 


ge log (log 9) E HT Ya 
45) N FA) 





Heben wir den Fall hervor, in welchem M = 4 ist. 
Wir haben zwar im 4. Abschnitt die Annahme festgehalten, 
dass M durch 8 theilbar oder die dort mit c bezeichnete Zahl 
>53 sei, jedoch bleiben die Eigenschaften der Charak- 
tere, welche unter dieser Annahme dort entwickelt worden 
sind, auch für den Fallc= 2 oder in der Annahme, dass 
M nur durch 4 theilbar sei, wie leicht einzusehen, in 
Giltigkeit; die gemachte Annahme kam nur zur Verwendung 
bei der Umformung der Reihen der zweiten Kategorie, von 
letzterer können wir aber in dem besonderen Falle M = 4 
gänzlich absehen, da der hier allein in Betracht kommende 


* 


je) 
a . . . f 
Umstand, dass > = von Null verschieden sei, ohne weiteres 
1 


einleuehtet. Im Falle M= 4 sind nämlich nur zwei Charak- 
tere vorhanden, der Haupteharakter y(n) =1 und der. Cha- 


n—1 


rakter y(n) = (—1) ? ; und demnach ist 


[0] & 
ER (>,1)3 1 1 1 
> TR ach - On a 
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d.-ı. grösser als Null. Die vorige Formel ist also auf den 
besonderen Fall M = 4 anwendbar. 
Für die arithmetische Progression 4x + 1 aber wird 


Be 
v=]1 (mod.4) alo ,=(—1)? =1, für die arithme- | 
tische Progresion 42x —1 wird v=3 (mod. 4) also 

„—1 . 


Kr . . 1 
v=(-1)? =—1 sein; ferner it o—=— und 


[e) g—1 
ES e Fa Ei 
en 


Die obige Formel giebt also, wenn man mit g’ die Prim- 
zahlen von der Form 4x + 1, mit q” diejenigen von der Form 
4% — 1 bezeichnet, 


-(Sı 1 RT H— +0 
Bey log (log FH GE 
2 . 
ee. But. 
7, los llogg)+ 2 Bach 


an By 


.@, @” aber zwei Grenzen "bezeichnen, welche mit unendlich 


wachsendem 9 unendlich klein werden. 
Aus der allgemeinen Euler’schen Formel folgt für jede 
positive ganze Zahl m>1 


DE 1 er. BE US 

at! am 
5 N 1)” 2.  eh-ely. 

eb 
q.; 

und diese Gleichung besteht auch noch für m=1, da sie 
alsdann mit der Gleichung (43) für den hier betrachteten Fall 
M==4 identisch ist. Setzt man nun 








a—1 


0) 3 (6) PER SE 
Ben, Sen 
oe B) UF PRIZE) 
u (2h-+ De 3 q" 
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so findet man durch Logarithmirung der voraufgehenden Glei- 
chung für jede positive ganze Zahl m 


je) 
1 


el 


[e'+) 
_a — > Io 
N 08 Sam ——e kn knm «® 


Durch Vergleichung mit der Formel (6) vorigen Abschnittes 
und mittels des Umkehrungsprincips (8) daselbst ergiebt ach 


hieraus 
(e') 
N un) 
m a log Snm 


n—=1l 


also auch 


d. 1. entwickelt: 


1 1 1 
Om = 108 sm. — 5 108 sam — 510g 55m — 108 Son ' 


(45) | 
z= 510g Sm — *"" 


insbesondere für m=1: 


er 
(48a) Q 32 Eee log s, — = log sg — log, — 


Nun haben die successiven s folgende Werthe: 





IT IE 7T 
5 TR, EN 59 
RL eEE gar Bach RE 
47796? "3... 1536 6... 960:0 


und daraus berechnet sich der Werth der Constanten Q gleich 
— 0,33498132529 ...*). 


8. Wir beschliessen die Folge dieser Betrachtungen mit 
einem Reihensatze, welcher sich bei Tschebischeff findet**). 
Dieser Satz lautet: Wenn f(x) eine Funktion der reellen 
Veränderlichen & ist, die für jedes über einen posi- 
tiven Werth hinausliegende & positiv bleibt, während 





*) 8. Tschebischeff, note sur differentes series, in Liouville’s 
Journal Bd. 16 p. 337. 
*#) 5, die oben angeführte Arbeit m&moire sur in nombres premiers. 
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= mit unendlich wachsendem x unendlich abnimmt, 
so ist die Convergenz der Reihe 


f(n) 
(49) een 


nothwendig und hinreichend zur CGonvergenz der über 
alle Primzahlen qg ausgedehnten Reihe 


60) OR 


Ist nämlich 
L 
U _ (a) 
I 


die auf alle Primzahlen g zwischen ! und L >| inclusive 
ausgedehnte Reihe, so kann man diesen Ausdruck wieder 
umformen durch die einfache Bemerkung, dass 


em) —en—1) _ 
mer =] oder 0 





ist, je nachdem n eine Primzahl ist oder nicht; denn sonach 
kann man schreiben: 


d(n) — Od (n — 
Nr > = log ni 2. fa) 
) fL+N fn) _ fn+dD 
N (1). log og OD) Li) DR n log(n-+ er rn)eR: 


Wendet man hierauf aber die Ungleichheiten (14) an, so 
findet man nach den über f(x) gemachten Annahmen sogleich 








U>9,(-1).) - N RL 0,0) — ,(n—1)) 


log] Il 


51) 





Daseir, 1 
UT<9,(l-1)- en De, (6 ‚n)—9,(n—1)). 


Ist nun erstens die Reihe (49) convergent, so wird, wie 
weit L auch / übersteige, für ein hinreichend grosses I 


L 
f(n) 
logn 
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beliebig klein sein; da andererseits die Differenzen 
2%» — (2 —1)*, logz — log (#« — 1), log? x — log? (x — 1) 


mit unendlich wachsendem x unendlich abnehmen, so nähern 
sich nach (15) die Differenzen 


9,0) — (1), 9,8) — 9, @—1) 


alsdann unendlich den Grenzen A resp. 4; daher werden 
© f@ 2 
log 
die Grenzen für U und somit U selbst für hinreiehknd grosses | 
beliebig klein d.h. die unendliche Reihe (50) convergent sein. 

. Ist aber zweitens die Reihe (49) divergent, so muss sie, 
da ihre Glieder von einer hinreichend grossen Stelle n =1 an 
positiv sind, über alle Grösse hinaus wachsen, also 





wegen der unendlichen Abnahme von ‚mit wachsendem # 


f(n) 
log n 





mit Z unendlich werden; dies gilt dann aber nach der ersten 


der Ungleichheiten 2 auch von U d. h. die Reihe (50) 


divergirt auch. — 


9. Die im Vorigen angeführten Untersuchungen von 
Tschebischeff, soweit sie sich auf die Bestimmung der An- 
zahl der Primzahlen unterhalb einer gegebenen Grenze be- 
ziehen, sind, so interessant sie an sich sein mögen, doch über- 
holt worden durch die — nach einem Ausspruche von 
Lipschitz „an neuen Aufschlüssen und an neuen Räthseln 
reiche“ Untersuchung, welche Riemann derselben Frage ge- 
widmet hat und mit der wir uns nunmehr näher beschäftigen 
müssen. Riemann ist es gelungen, das verwickelte 
Gesetz für die Häufigkeit der Primzahlen wirklich 
in eine strenge analytische Formel zu fassen, die 
freilich, was nur natürlich ist, in entsprechender Weise ver- 
wickelt ist. | 

Heisst wieder /I(x) die Anzahl der Primzahlen, welche 
kleiner sind als der positive Werth x, so wird diese Funktion 
jedesmal unstetig, sobald x durch eine Primzahl p hindurch- 
geht, und der Sprung 


et ’ 
u U Lan nun EV EEE, GE EURE 


Die Häufigkeit der Primzahlen. 385 


129-709) 1.0920) 


ist gleich 1. Wird hiernach die Funktion 7(x) mit I/(x) 
gleich gewählt, so oft x von einer Primzahl verschie- 
den, dagegen für jeden Primzahlwerth 2=p 


BOT In 0 
F(p) = Das = ( 2 
so ist für jeden solchen Werth 
| | 1 
F(p) = II(p) Ghelıs: 


und es besteht allgemein die Gleichung 


Wir setzen alsdann für jedes positive & 
1 1 1 1 
(53) iz re Fre) TEE); 


die vorige Eigenschaft der Funktion F(x) überträgt sich 
augenscheinlich auf die Funktion f(x), und die eine wie die 
andere verschwindet, sobald das Argument x kleiner als 2 ist. 

Diese Funktionen stehen nun wieder in nächster 
Beziehung zu der in der ganzen analytischen Zahlen- 
theorie herrschenden Funktion £(s). In der That, ihrer 
Definition als ein unendliches Produkt gemäss, findet sich für 
jeden Werth von s, dessen reeller Bestandtheil grösser als 1 ist, 


lg E)= Ir +3 Dre t+s dot, 


wo die Summen auf sämmtliche Primzahlen p bezüglich sind, 
und diese Gleichung verwandelt sich, wenn man sich der 
Integralformeln 


{ee} 


9: s/ de 


p 
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bedient, in die folgende: 


PEESCHER \ x er 7 5 178 Sa ; R: a 
(54) =0_5( = dat 42 ld + fa Idx ) \ 
2? p° 


p 


Betrachten wir hier zuerst die Summe 


© 
> J aus ma dx x 
2 ED 


und denken uns das Integral durch Einschaltung aller Prim- 
zahlen, welche grösser als p sind, zerlegt, so wird ersichtlich 
die Summe gleich 


E 2 
] / os :de +2 N a0+.- +40): a ldact 
2 3 p 


sein, wenn g die auf » folgende Primzahl und A(p) bezeichnet, 
die wievielte Primzahl » ist; für die Werthe x zwischen p 
und q wird also F(x) = A(p), also 


q q 
A(p) | a ir -/ Fir) 
p p 


und jene Summe gleich 


| / INEAR Sk: 
2 


sein, wofür man auch, da F'(«) für 2 <2 verschwindet, un- 
bedenklich 


er ch 
0 


setzen darf. 
In gleicher Weise ist 


© EB 
3 Jan 


23 


82 5? 9? 
al foau+2 Ser tde+- +40) far" da» 
92 32 p* 
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oder, da A(p) = F(x”) ist, solange x” zwischen p und q 
also x zwischen p? und gq° liegt, gleich 


| Bi(2) and, 
9% 


wofür auch wieder 
re a 20% 
0 


gesetzt werden darf, u. s. w. 
Man findet mithin zuletzt 


(55) nn -/ Fiese nd: 
0 


Diese Formel lässt sich leicht umkehren, nämlich 
f(x) ausdrücken durch £(s). Multiplieiren wir sie zu diesem 
Zwecke, indem wir unter y einen positiven Werth verstehen, 
beiderseits mit y° dlog s und integriren bezüglich s längs der 
zur imaginären Axe parallelen Geraden, welche den positiven 
Abstand @a>1 von ihr hat, oder zwischen den Grenzen 
a— &©-i und a-+%.i, so entsteht die Gleichung 


a+»-i & at»:i 

r [) ” r 
29. vanss—| Dar | & dlogs. 
a—a»-i 0 a—»-i 


Hier tritt aber die Integralformel in Kraft, die wir im 7. Ab- 
schnitte (S. 174) hergeleitet haben: für jeden Werth von &, 
welcher > y ist, verschwindet rechts das innere, nach s ge- 
nommene Integral, während es für jedes x <y den Werth 
2xi hat. Demnach geht die rechte Seite in den einfachen 


Ausdruck 
Y 
2ri a] 2 dx 
HN 
0 


über, und die Differenzirung 'der so entstehenden Gleichung 
nach y ergiebt weiter 


atm»i 
eg ds — 2m. W 
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d. h, wenn wieder & statt y gesetzt wird, 


a-—twi 
(56) fa) — 3; [E59 a as. 


Durch partielle Integration erhält man für das unbestimmte 


Integral den Ausdruck 
‚als $@ 





log & 5 log x ds 


da &(s) für s=a- yi einen endlichen Werth behält, wie 
gross y auch gedacht werde, dagegen 








BE a Tesr 


$ a 
&c 








%c 
mod. — = ——— 
x Ver+y 
mit wachsendem y unendlich klein wird, so giebt der Ueber- 
gang zur bestimmten Integration die Formel 

at+»i 


a 108 Ss) 
57 1 5 i 
$; De log x ds ‚w’d8, 


a— ni 
mit deren weiterer Umformung wir uns beschäftigen 
wollen. 


10. In dieser Absicht erinnern wir uns des Riemann- 
schen Satzes (Formel 77e vor. Abschnitts): das Produkt 


JORLuCJ ER. 


ändert sich nicht bei der Vertauschung von smit1—.s. 
Der Definition der F-Funktionen gemäss lässt sich 


[0] 
Ss ® Ss 
1 s er ze 
. r(&)x 2 -/ ee ® .g? dx 
N 2 < 


setzen und demzufolge für jeden Werth von s, dessen reeller 
Bestandtheil grösser als 1 ist, für jeden Werth von s also, 
der bei der Integration in (57) ın Betracht kommt, 


21 
2 


(58) ar fe SE N 
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wenn man zur Abkürzung schreibt 


o 


(59) Done ya). 


| 


Hier greift noch einmal die Jacobi’sche Transformations- 
gleichung aus der Theorie der elliptischen Funktionen, die 
wir im 7. Abschnitte, Formel (55), hergeleitet haben, in unsere 
Betrachtungen ein: ihr zufolge ist 


Ihe 1 + 2% (x) Ei 
nl) 





also : 
(60) Ya)=arrl) tz, 


Mit Hilfe dieses Resultates aber lässt sich das Integral 
in Gleichung (58) folgendermassen schreiben: 


fe ar fe) ET dc + fl IFE Er Eafz "an; 


und, wenn nun De mittlere Integral ne Einführung von 
= an Stelle von & transformirt, das letzte berechnet und der 


entstehende Ausdruck statt des ganzen Integrales in (58) ein- 
geführt wird, so erhält diese Gleichung folgenden Aus- 
druck 


(61) &(s)- F cs „38 = Beet +[% (x) (0° + w en) NE 


einen Ausdruck, der in der That ungeändert bleibt, 
wenn man s in 1—s verwandelt. 
Dasselbe gilt von der Funktion 


EN 


führt man also durch die Substitution 
(62) s- + 


eine neue Veränderliche # ein, nennt den eben geschriebenen 
Ausdruck, als eine Funktion der letztern aufgefasst, &(t) und 


25* 





388 Zwölfter Abschnitt. 


bemerkt, dass der Vertauschung von s mit 1—s die Ver- 
tauschung von Z mit — £ entspricht, so verändert sich die 
Funktion 


(63) FI. Kgrk)x 


nicht bei der Verwandlung von t in—i, was durch 
ihren aus (61) hervorgehenden Ausdruck 


w|« 


(64) 3E.(D,- = — (12 u. =") / en (x) 2» cos ex log x) dx 


bestätigt wird. Man überzeugt sich endlich leicht mittels 
partieller Integration, indem man 


t? - cos (& t log x) — — 4°. Lu ——, 608 (er log x) 
d 1 
— 4x. c0s($11og x) 
setzt und zugleich die Beziehung 


MW) + - 


verwendet, welche durch Differenzirung der Gleichung (60) 
zu gewinnen ist, dass man die voraufgehende Formel auch 
durch diese andere ersetzen kann: 


(B3a) 25) —A ha (var). x ve E& t log a) dx. 


1 


Bei der Herleitung dieser Formel war der reelle Bestand- 
theil von s grösser als 1 oder, da s mit 1—s vertauscht 
werden darf, negativ vorauszusetzen. Denkt man daher, ge- 
mäss der Substitutionsformel (62), in der Ebene der complexen 
Veränderlichen # die zwei Parallellinien zur reellen Axe, welche 


den Abstand +5 von ihr haben, so wird das letzte Inte- 


sral in dem Theile der Ebene, der nach Absonderung des 
Parallelstreifens übrig bleibt, überall die durch (63) de- 
finirte Funktion &(f) darstellen, aber auch ihre 
stetige Fortsetzung über den Parallelstreifen, da 
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das Integral, wie unschwer zu erkennen, für jeden endlichen 
Werth von £ endlich und stetig ist. Die Nullpunkte dieser 
Funktion &(f) liegen sämmtlich in dem bezeichneten 
Parallelstreifen; denn, bildet man 


log & (t) = log CZ» + log&(s) + logf (&) — — log T, 


so bleiben die einzelnen Bestandtheile zur Rechten für jedes s, 
dessen reeller Bestandtheil grösser als 1 ist, endlich, und &(£) 
kann für keinen dieser Werthe also auch für keinen der ent- 
sprechenden Werthe 1 — s verschwinden. 

Riemann berechnet nun die Anzahl dieser Nullpunkte, 
deren reeller Bestandtheil en 0 und 7 liegt, bis auf einen 


Bruchtheil von der Grösse m genau auf 
Ik Ri 13 2 
ar 5 an 27 
und folgert alsdann hieraus, dass man setzen dürfe 


log & (1) — log &(0) + D’ log (1 — 5), 


wenn die Summe auf die sämmtlichen Nullpunkte « der 
Funktion 8(f) mit positivem reellen Bestandtheil erstreckt 
wird. Das nur sehr andeutungsweise gegebene Räsonnement 
Riemann’s versuchen wir durch die nachfolgende Betrachtung 
zu ersetzen. 

Denken wir uns um den Anfangspunkt durch Parallelen 
zu den Koordinatenaxen im Abstande 7’ von denselben ein 
Quadrat mit der Seite 27 abgegrenzt, indem wir dabei Sorge 
tragen wollen, dass die zur reellen Axe senkrechten Seiten 
durch keinen Nullpunkt der Funktion &(f) hindurchgehen, so 
bleibt 5 En auf der ganzen Begrenzung dieses Quadrates über- 
all endlich. Da ferner im Endlichen liegende Unendlichkeits- 


punkte der Funktion &(t) nicht vorhanden sind, so ergiebt 
sich mittels des Cauchy’schen Fundamentalsatzes leicht fol- 
gende Formel: 


El ’E’@) de 1 
ae De 
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“ in welcher die Integration in positiver Richtung über die Seite 
des Quadrates und die Summation auf alle ın demselben ent- 


haltenen Nullpunkte der Funktion &(f) zu erstrecken ist, jeder 
1 


von diesen und zugleich mit ihm das entsprechende Glied —_— 





der Summe so oft gezählt, als seine Ordnungszahl beträgt. . 


Wie gross nun auch ? sei, man wird das eben bezeichnete 
Quadrat so gross wählen können, dass in jedem Punkte der 
Begrenzung mod. 2> mod. ist und demnach 


je s) 


1 E’(2) de TEN Ba! "E(e) de 


mi) Ele) a: Bm) Ee) : Te imi,) El) ri 
“ 

















gesetzt werden darf. Hier verschwindet aber das erste Inte- 


s@.2 ist eine gerade 


Eee) 4% 
Funktion, die in symmetrisch zum Anfangspunkt liegenden 
Punkten der Begrenzung gleichen Werth hat; da in solchen 
aber die Integrationsrichtungen einander entgegengesetzt sind, 
heben die zwei entsprechenden Integralelemente einander auf. 
Um das Integral 


Ele) pda he td 

6) Kr ed): 
zu untersuchen, leiten wir aus der Gleichung (63) durch loga- 
rithmische Differenzirung nach s die folgende her: 


gral, denn &(z) und folglich auch 





le, 
0 De more ee 2 
Eh: sn. m Ban r(&) 











—1! 


und lassen s und damit auch f unendlich werden. Da hierbei 


MORE D’n log n 
. D,-: 


ebenso wie die beiden ersten Glieder zur Rechten endlich 
bleibt, während | 








(5 )1085—s 

BZ: 968) 

gesetzt werden kann, wo p(s) für s=o endlich und von Null 
verschieden bleibt (vgl. Stirling’sche Formel, oder Hankel: 





ie nn nn a u U aD Zu nl nn Dh La nn Aa un ne a ln a nn ne 
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die Euler’schen Integrale bei unbeschränkter Varabilität des 


Argumentes, Leipzig 1863, auf Seite 20), also 
7") 1, 2® 


0 83 ;, $($) 


mit s unendlich gross wird wie log s, so schliesst man sogleich, 
SV) 
5) 








dass 





mit t unendlich gross wird wie log t und dass folglich 
Ko 
AN 


bei unendlich wachsendem ? gegen Null convergirt®). Sonach 


wird das Integral 
(1 de 
/ Or 


bei unendlich ausgedehntem Quadrate verschwinden also auch 


1 Ed 0 


an) E)a—t 


0 1 
oe Per 
sein, wenn diese Summe auf die sämmtlichen gleichen oder 
verschiedenen Nullpunkte von &(£) ausgedehnt wird. Hierbei _ 
ist jedoch zu bemerken, dass wegen 8 (— t) = &(t) jedem Null- 
punkte «@ mit positivem reellen Bestandtheile ein solcher mit 
gleichem negativen Bestandtheile und von derselben Ordnung ent- 
spricht, so dass die zugehörigen Glieder der Summe zusammen- 
gezogen werden können, und dass die Summe nach den 
wachsenden Werthen dieses Bestandtheiles geordnet 
zu denken ist, da die Wurzeln in dieser Reihenfolge bei 
der Ausdehnung des Quadrates nach und nach auftreten. 

Aus dieser Gleichheit folgert man weiter durch Inte- 
gration nach t | 


log &(t) — log &(0) = I" (los lea, 














und 








*) Hier bleibt streng genommen eine Lücke, insofern es fraglich 
scheinen kann, ob dieser Umstand auch für die unendlich fernen Theile 
des Parallelstreifens zutreffend ist. Die Riemann’sche Formel (63a), 
die wir sonst nicht brauchen, dürfte die Bestimmung haben, sie zu er- 
gänzen. 
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wo die Summe nun nur noch alle Nullpunkte « mit posi- 
tivem reellen Bestandtheile umfasst. 
11. Hiernach darf man setzen 


log &(t) = log &(0) 1 D"lög (1 - 5): 


die Summe auf alle Wurzeln « der Gleichung ä(t)—=0 
erstreckt, deren reelle Bestandtheile positiv sind, 
und nach den wachsenden Werthen derselben ge- 
ordnet. Da man 


log (1 — 4) = log (1 + ER) 


leicht in 
1 ) B) 
I ae > tee ) 
at a 


umformt, nimmt diese Gleichung auch folgende Gestalt an: 


log. )-C+ I) oe (1 te ) / 














3 


wo Ü eine endliche Constante. 

Auf diese Funktion lässt sich aber die Funktion 
log &(s) mittels der Definitionsgleichung (63) zurück- 
führen und so findet man 


log &)—=C+, logr — log (s— 1) — log nl 


ED log A ea Halogen : 
& tl Sa 


Nun ist nach dem Gaussischen Multiplikationssatze der 
F-Funktionen 











also 
\ 


— logf & -- 1) — lm. @ log (1 2 Si) — ” log .) 


n=o@ 
und 
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2 2m 
zei: nRwEr “© d EURE 


Ası.r ds } 


m=1l 


Mit Hilfe dieses Resultates kommt 




















s 
FRU:2IO) ER log (1 ar ae 
s RAN SEM E 
es, dig s — ds 
(65) 
log (1 — 4 log [1 —- 5 
Tu al, ASS 
TE ER A EEE En Ku 2 
ED ds $ ds 8 
& 


Abgesehen vom ersten Gliede stehen hier zur Rechten nur 
Glieder von der Form 
$ 
Be (3 x 5) 
ds $ 
Wird also der vorstehende Ausdruck in die Formel (57) ein- 
gesetzt, so wird zunächst ein Glied erhalten von der Form 


at»i 

C x"ds 

ni log x 5 

a—@i 
welches durch partielle Integration in 
at wi 
l. (vdlgs— 0 
2mV 
a—w@i 


übergeht; ausserdem aber nur Glieder von der allgemeinen Form 








, a+tm»i a 
a log de) 
1 d ß en 
Sa rang ds .s 'w’ds, 
a—@i 


welche sich durch partielle Integration mit Rücksicht darauf, 
dass 


x°» log (1 -5) 


S 
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an den Grenzen verschwindet, in die einfachere 

Re 
(66) 510g (1 5): ads 
verwandelt. Nennt man für einen Augenblick dies Integral, 
als eine Funktion von ß aufgefasst, g(ß), so wird nach der 
leicht zu bestätigenden Formel 


lH) 


atm»i 
a’ds 
DA ler 


a—m@i 


sein, und diese Gleichung, wenn der reelle Bestandtheil von ß 
mit b bezeichnet und «a —b=a gesetzt wird, durch Ein- 
führung der neuen Integrationsvariabeln = s— ß in die 
folgende übergeführt: 





at@i 
nd ei 3 
po(f)= N ee 


Sobald demnach a’ > 0 d.h. der reelle Bestandtheil von 
s grösser ist als der von ß, findet sich 


p (ß) = 


also, wenn der reelle Bestandtheil von ß negativ ist, 


z p (P) = + ade 


und 





KERT 
erde te, 


dagegen, wenn der reelle Bestandtheil von ß positiv ist, 


(= + f arntaa 
0 


und entsprechend 


a 


u a ee 
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rn g-ı 
tete. 
0 


Man hat nun in (66) successive für ß die Werthe zu 
setzen, welche für die Formel (65) in Betracht kommen. 

Ist zuerst ßö=1, so ista=a—1>0; es tritt der 
zweite Fall ein und der zugehörige Bestandtheil der Formel 


(57) wird 





is irn +e=li(a)+ ec. 


Ist zweitens B=— 2m, so st  =a+t2m>0; es 
tritt der erste Fall ein und der zugehörige Bestandtheil der 


Formel (57) wird 
x 
—2m—1 
x dx 
= lex 76 


(0) 





die Gesammtheit aller, den verschiedenen Werthen von m 
entsprechenden Bestandtheile aber, da > 1 gedacht ıst, gleich 


dx 
+f (x? — 1) log x He: 


Ist endlich drittens = = + «ti, so wird, weil der 
Coefficient des imaginären Bestandtheils von « numerisch 
kleiner als = ist, der reelle Bestandtheil von ß positiv und 


kleiner als 1, also a’ > 0 sein; es tritt der zweite der obigen 
Fälle ein und man findet als den zugehörigen Bestandtheil 
der Formel (57) den Ausdruck . 


rei, 
-/: vn: +6, 


Stai , 1 
der durch die Substitution x” —= x’ sich ın 





verwandeln lässt. — 
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Alles in allem ergiebt sich hiernach die Rie- 
mann’sche Formel: 


f@)=C+Li() (u) Bi ) 


(67) 
+f (2? — ion? 


und aus dieser so bestimmten Funktion f(x) gewinnt 
man endlich die gesuchte Funktion F(x), durch welche 
die Häufigkeit der Primzahlen bestimmt ist, durch 
Umkehrung der Beziehung (53), nämlich : der 
Formel 


a 1 
NS ee 
(68) Fa)—= I u) zt a” )% 
Sieht man von den periodischen Gliedern des Ausdruckes 
f(«&) ab, so wird augenscheinlich, von Theilen abgesehen, 
welche mit & nicht unendlich wachsen können, 


(69) F (x) -2 w(n) - — Li (>) 


d.i. aber kleiner als der Integrallogarithmus Li (x), 
der vor Riemann als asymptotischer Werth für F(x) ge- 
nommen zu werden pflegte; und in der That hat die wirkliche 
Zählung der Primzahlen durch Gauss und Goldschmidt 
diesen Umstand schon ausser Zweifel gestellt*). Weitere 
Zählungen erst können aber den Einfluss erkennen lassen, 
welchen die periodischen Bestandtheile von f(x) ausüben, 
indem sie stellenweise „Yerdünnungen oder Verdichuine ee 
deutlich machen, welche”in der Reihe der Primzahlen statt- 
finden und auch bei den bisherigen Zählungen, wie Riemann 
sagt, bereits nicht unbemerkt geblieben sind. 


*) Vgl. Gauss’ Brief an Encke im 2, Bd. seiner Werke p. 445. 
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Die mittleren Werthe zahlentheoretischer Funktionen. 


1. Die zahlentheoretischen Funktionen sind, wenn über- 
haupt, meist doch nur sehr schwer und umständlich durch 
einen analytischen Ausdruck zu definiren, wie wir dies an der 
Menge der Primzahlen unterhalb einer gegebenen Grenze im 
Vorigen erkannt haben. Gleichviel aber, ob ein solcher Aus- 
druck vorhanden ist oder nicht, sind sie stets von einer grossen 
Unregelmässigkeit. Betrachtet man z. B. die Anzahl der Thei- 
ler einer Zahl », die sich zwar mittels der Zerlegung der Zahl 
in ihre Primfaktoren, nicht aber unmittelbar als eine Funktion 
von n durch einen allgemeinen Ausdruck bestimmen lässt, 
so sieht man sehr bald, dass bei wachsendem n diese Anzahl 
im allgemeinen ebenfalls wächst, doch aber auch immer wieder 
sehr kleine Werthe — insbesondere, so oft » einer Primzahl 
gleich wird, den Werth 2 — annimmt. Dieser Umstand führt 
naturgemäss zur Betrachtung der sogenannten mittleren 
Werthe dieser Funktionen, in welchen, indem die Un- 
regelmässigkeiten sich ausgleichen, das Gesetz der wachsenden 
Funktionswerthe sich deutlicher ausprägen muss, um so mehr, 
je grösser die Menge der im Mittel zusammengefassten Funk- 
tionswerthe ist. 


Sei f(n) eine zahlentheoretische Funktion, so ist der 
Quotient 


A) INSERIERT EN) 


N 





das Mittel der » aufeinander folgenden Funktionswerthe, und 
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(2) ne lan ee 
der mittlere Werth der Funktion f(n) überhaupt. 
Wir wollen diesen letztern durch Mf(n) bezeichnen. 
So haben wir in Nr. 6 des 6. Abschnittes die mittlere Anzahl 
der Darstellungen einer positiven ganzen Zahl durch eine qua- 
dratische Form, sowie die mittlere Anzahl aller ihrer Dar- 
stellungen durch das Formensystem der Determinante D be- 
trachtet und ermittelt. ‘Meist aber ist dieser mittlere Werth 
nicht angebbar oder doch nur in der Weise, dass sich für den 
Ausdruck (1) ein asymptotischer Ausdruck %(n) angeben lässt, 
der geeignet ist, ihn mit stets wachsender Genauigkeit zu er- 
setzen, indem das Verhältniss zwischen beiden mit wachsen- 
dem » sich der Einheit nähert. 

Neben dem mittleren Werthe einer Funktion f(n) über- 
haupt kann man aber mit Gauss®) noch einen andern 
Mittelwerth definiren. Offenbar darf man den Quotienten 


(3) fat HFm+D + Hfn+m) 


Mm i 


als den Mittelwerth der Funktion f(n) an der Stelle a + en 


ansehen und zwar mit um so grösserem Rechte, je grösser m 
gewählt werden kann. Wird aber n so viel grösser gedacht 





—_ gegen n verschwindet, so bestimmt der 
Quotient (3) auch den Mittelwerth der Funktion f(n) 
an der Stelle n, den wir mit Mf(n) bezeichnen wollen, 
und dies wird um so zutreffender sein, je grösser n gewählt 
wird, weil dann auch m entsprechend grösser genommen wer- 
den darf. Geschieht das gleichzeitige Wachsen von n und m 
in der Weise, dass n unendlich viel rascher wächst als m, so- 


als m, dass 


dass — dabei unendlich klein wird, so bestimmt der Ausdruck 


(3) mit stets wachsender Genauigkeit den Mittelwerth der 
Funktion f(n) an der Stelle n. 

So giebt Gauss an den angeführten Orten das asympto- 
tische Gesetz für die mittlere Anzahl der Geschlechter, sowie 


*) 5. Disquisitiones Arithmeticae art. 301—303, 
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für die mittlere Anzahl der Classen quadratischer Formen 
einer gegebenen Determinante D. Das erstere lautet: 


4 12. 1 
(4) le DI 2er og 2), 
wo 





6} 
1“ 


E -5 (* log (1 + *)) — 0,5772156649 


die schon im Vorigen betrachtete Euler’sche Constante und 





F= DEE — 0,9375482543 
2 
ist. Das asymptotische Gesetz von Gauss für die mittlere 
Anzahl der Classen lautet, wenn D= — 4 negativ ist, 


(5) yYd— Ö, 


wo 

27 

SIE, 

DD 58 

1 
ist. Für positive Determinanten stellt Gauss dasselbe nicht 
auf, er befnerkt nur*), dass für solche die mittlere Anzahl 
der Ölassen viel langsamer zunehme wie YD, dass jedoch ver- 
schiedene Gründe es deutlich machten, wie für solche Deter- 
minanten nicht sowohl die Classenanzahl selbst als vielmehr 
ihr Produkt in log(7T-+ UYD) das Analogon zur Classen- 
anzahl negativer Determinanten sei, wie die Ausdrücke für 
die Classenanzahl, die wir gefunden, vollauf bestätigen, und 
dass in der That für den mittleren Werth dieses Produktes 
sich das analoge Gesetz m YD— n herausstelle. 

Indem wir später auf diese Fragen zurückkommen, be- 
merken wir hier nur noch im Allgemeinen, dass, wenn für 
den mittleren Werth einer Funktion f(n) überhaupt, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, für ihr sogenanntes summa- 
torisches Glied 


(6) N N a) 
a NT vr “ 
_ *) Ebendaselbst art. 304 Ende, 


2 
n® 


= 





nee: 
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ein asymptotischer Ausdruck »(n) gefunden worden ist, so- 
dass sich setzen lässt 


(7) F(r)=v(n)-(1+06), 
wo Öö mit unendlich wachsendem » unendlich abnimmt, dar- 


aus auch der asymptotische Werth von f(n) an der Stelle » 
unmittelbar sich herleiten lässt. Denn da alsdann auch 


(8) Fa+m =vin+m)- (1-0) 
sein wird, ergiebt sich für (3) die Gleichung 
(9) = er PIE En 


wo A zur Abkürzung steht für 
pn + m) — dyln) 
So vntm)—yn) 

2. Nächst Gauss ist es Dirichlet, welcher der Auf- 
suchung der mittleren Werthe zahlentheoretischer Funktionen 
und ihrer asymptotischen Gesetze seine Kräfte gewidmet hat, 
indem er auf dieses neue fruchtbringende Gebiet seine ana- 
lytischen Methoden ausdehnte. Seine erste Untersuchung dar- 
über, von welcher die kurze, bereits früher erwähnte Note in 
den Berl. Monatsber. v. J. 1838 Nachricht giebt, ist leider nie 
veröffentlicht worden, sodass man auf die von Dirichlet da- 
bei verwendeten analytischen Methoden aus jener nur mit 
Hilfe einer andern Notiz*) zu schliessen vermag. Was wir 
darüber zu sagen haben, wollen wir am Ende dieses Abschnittes 
auseinandersetzen. Dirichlet selbst aber hat es sich ange- 
legen sein lassen, die Resultate, zu denen seine analytische 
Untersuchung ihn geführt, soweit thunlich, durch elementare 
Methoden wieder zu gewinnen, und so wollen wir hier auch 
zunächst diese letzteren Methoden zur Darstellung bringen 
und ihnen anfügen, was seither Andere in gleichem Sinne 
geleistet. | 

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit der 
Betrachtung der Funktion T7T(n), welche die Anzahl 
aller Theiler einer ganzen Zahl n bestimmt. 





*) 8. Dirichlet, sur l’usage des series AAfinies dans la theorie des 
nombres, in Crelle’s Journal Bd. 18. 


a u Da a nie u. ri 
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Ist dann 


t(n) -, T (k) 
k=1 
die entsprechende summatorische Funktion, so ist be- 
reits in Nr. 2, 2) des 11. Abschnittes gezeigt worden, dass man 
für sie auch setzen darf 


"= 2: 


> R n N : 3 
Nun ist aber 8 = — 0, wo g einen Werth zwischen OÖ 


und 1 bedeutet, und demgemäss wird 


in)=.n- > : 


Pa 
F 


0 


wo r sicher den Werth » nicht erreicht. Da nun nach der 
Euler’schen Summenformel (1a) des vor. Abschnitts 


1 E 
>I-Etlent.—::: 


ist, findet sich 

(11) z(n)=nlogn-+ O(n), 

wenn wir durch das Zeichen O(n) eine Grösse ausdrücken, 

deren Ordnung in Bezug auf n die Ordnung von » nicht über- 

schreitet; ob sie wirklich Glieder von der Ordnung » in sich 

enthält, bleibt bei dem bisherigen Schlussverfahren dahingestellt. 
Bevor wir dies näher untersuchen, betrachten wir zwei- 

tens die Funktion $(n), welche die Summe aller Theiler 

einer ganzen Zahl n bestimmt. Für die entsprechende 

summatorische Funktion, 


6 (n) >, S(k) 


fanden wir in Nr. 2,3) des 11. Abschnittes den anderen Ausdruck 


tz, 


den wir ferner mit Hilfe der allgemeinen Formel (8) des 


vorigen Abschnittes und wenn wir wieder 
Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 26 
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a 
d (N) — a 


setzen, durch den folgenden ersetzen können: 


DE) 


N 


. . y 
Hier ist aber wegen BE 0 


Selm Ihm DIr4de 
Sl Ir Io 


Die Summen Dr De? erreichen nicht die Grenze n; 


N 
1 
N - er —- ıst kleiner als n- > ya und nach der schon vorher 
1 


DE Euler’schen Summenformel ist 


ten (E+ loegn + ..); 


alle diese Summen zusammengenommen überschreiten also 
nicht die Ordnung nlogn; da endlich nach der Euler’schen 
Formel (1b) des vor. Abschnitts 


NR 
5 1 n?n? 1 
ni — ——— 0 6 


d. i. bis auf Glieder, deren Ordnung geringer ıst als » log n, 
2m2 
gleich — ist, so Be sich aus diesem allen zuletzt 
(12) o(n) = un? +0 (n log n). 
Aus diesem Werthe von o(n) findet sich zuerst bis auf 


Glieder von der Ordnung log n genau das asymptotische Gesetz 


a SY+SYQ+H.:+5n _ m 


N TREE 





ferner ist, da 


(n + m) log (n+ m) — nlogn 


. —=logn-+ log (1 + u log (1 = =) F 


n 
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m . . . . . 
wenn — mit unendlich wachsendem n, wie bei der Bildung 


von Mf(n) vorgeschrieben ist, gegen Null convergirt, log n +1 
zur Grenze hat, bis auf Glieder von der Ordnung log n genau 








c(n-H m) — 6 (n) Ze), 


Mm 6 
und daraus findet sich 


(14) MS(n) — en, 


und zwar in dem Sinne, dass das Verhältniss beider 
Seiten bei unendlich wachsendem n gegen die Einheit 
convergirt. | 

3. Wir haben bei der zweiten Aufgabe uns auf eine Um- 
formung gestützt, welche in der Formel (8) des vorigen Ab- 
schnitts zum Ausdrucke kommt. Die weiteren ähnlichen Unter- 
suchungen Dirichlet’s beruhen auf einer viel allgemeineren 
_Transformationsgleichung“*), in welcher die eben genannte als 
einfacher Fall enthalten ist. Wir werden daher vor allem 
diese allgemeine Umformung eingehend erörtern. 

Zu diesem Zwecke verstehen wir unter 


(15) | = W%(s) 


eine Beziehung zwischen s und 6, bei welcher diese Grössen 
sich eindeutig entsprechen, während #(s) von s=1 bis zur 
positiven ganzen Zahl s=» hin eine Reihe stetig abnehmen- 
der positiver Werthe darbietet; die umgekehrte Funktion 


(16) s=»(e) 
wird dann dasselbe Verhalten zeigen, während o von #(p) 
bis (1) hin wächst. 

Werden alsdann zwei zahlentheoretische Funktionen f(n), 
- F(n) betrachtet, welche durch die Beziehung 


[x] 
(17) Fa) — 1) 
ERST k=]1l 
*) S. Dirichlet’s Abhandlung ‚Ueber die Bestimmung der mitt- 
leren Werthe in der Zahlentheorie“ in den Abhandlungen der Berl. 
Acad. v.J.1849, sowie seine Notiz „Ueber ein, die Division betreffendes 


Problem‘ in den Monatsber. der Berl. Acad. v. J. 1851 S. 20. 
26* 
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mit einander verbunden sind, so ergiebt sich daraus 
[F6)] 

(18) Fr) fr 

und folglich 


a) ZFrOl-Z (MH) + He): 


Bezeichnet nun % irgend eine positive g ganze Zahl <| P(1)], 
so kommt die Funktion f (k), solange k <|P(p)]| ist, in jedem 
Gliede der Summe einmal, in der ganzen Summe mithin genau 
p mal vor; ist dagegen k > w(p)], so kommt f(k) nur vor 
bis zu demjenigen Gliede der Summe inclusive, in welchem 


Pre + DI <R<I[PG)] 
ist; diese Bedingungen sind, da k ganzzahlig, mit den anderen 
gleichbedeutend: 
BSH) <k<WV(s) 
und führen nach der vorausgesetzten Beschaffenheit der Funk- 
tion % zu den folgenden: 


s+1>v(k)>s, 


aus welchen sich für s die Bestimmung ergiebt: 


| = WMl. 
Ist also k>|PF(p)|, so kommt die Funktion f(k) in der 
Summe nur genau |y(%k)|] Mal vor. Hieraus ergiebt sich für 
(19) die neue Gestalt: 
LE] [7] 
(20) Drei |=p- Sr@ 7 HZ (hl: f(h). 
[Fol 
Ist ferner q eine positive ganze Zahl <p, so findet man 
gleicherweise 
[’F(g)] [FA)] 
(21) > Fe (4: Ira + DI E@l- fa). 


[Fa)-+1 


Zur Abkürzung setzen wir 


(22) Fern: ie 


un > de a A nn na 
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wird dann die Gleichung (21) von (20) subtrahirt, so geht mit 
Rücksicht auf (15) folgende sehr allgemeine Transfor- 
mationsgleichung hervor: 


(23) >, Fiv(J]=p-F()—g:F)+ >> [oo] fh), 


gqr1 
der man auch diese Gestalt geben ARM 


/ ß 
(23a) 2 Bd] Od = aFY)—PFA+D WR] 


» 
+D’ FE (9)]. 
g+1 
Nehmen wir, um eine erste Anwendung von dieser Formel 


zu machen, 6 = #(s) = = an, wo x ein beliebiger positiver 
Werth sei; die für #(s) gemachten Voraussetzungen sind 
offenbar erfüllt und man hat Y(6) = Z, sowie = >]; 
Zu die allgemeine Formel (23a) nimmt daher 
die besondere Gestalt an: 
Ra x xc X 
; 4 N als ne RINArE 
ey Ihlr@-erllril+2|ler® 


p 
+23 F5; 
g+1 


und, wenn g=1 d.h. y=|x] gewählt wird, wo dann 


& 7 x S =: : 
qF =) =! 4 zur letzten Summe Sue werden kann, 


(25) 5: Elr®@--»F3 2148 3 W+ [2]: 


In dieser letztern Formel wollen wir für die bisher be- 
liebige ganze Zahl p das grösste Ganze wählen, welches in 


Vz enthalten ist, sodass die Ungleichheiten stattfinden 
(26) PZa< pt. 
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Ist dann erstens x eine @Qnadratzahl, so wird pP =x, 


Ze #4 sein und die Gleichung (25) erhält die Gestalt: 


12] 
en) Da lrw@--rFW) + r@+2r rF[2]: 
Ist aber zweitens x keine Quadratzahl, so wird 
| r<e<(eprl) 
(28) | E 1 
DI Den 7” 


sein. Also ist 
entweder > —=»p und man kommt dann zu derselben 
Gleichung (27) zurück; 
oder = —=»+ 1; hieraus folgt Es >p, aus (28) 
a . 5 x 
aber ey <p+1, folglich ist p = Fa 


man schreiben 


Daher kann 


p+1 


er] Ir@=--rFr@+ + IE ]r@ 


— —»F(p)—pf(p+)V +5] |) +2: 


-- + [Era 


und die Gleichung (25) geht wieder in die Gleichung (27) über; 
oder & =p-+2. Hieraus folgt 





x =S 
pri pr > Po 
aus (28) aber 








also 








daher wird 
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5 P+2 
vr] + SE)®-—or04 94 I TE]r@ 


= FW) +) ro +9+ DH |r@ 


+rf» +) +rf®@ +2 


sein, und man erhält statt der Gleichung. (25) auch Jetzt 
ee die Gleichung (27). 

Wird also p als grösstes in Yx enthaltenes Ganzes 
gewählt, so besteht immer die specielle Gleichung (27). 

Wir zeichnen einen besonders interessanten Fall 
derselben hier aus, der aus der Annahme f(k)=1 und 
der entsprechenden Annahme F'(k)=%k hervorgeht: Die 
Formel (27) verwandelt sich dadurch augenscheinlich 
in die folgende einfache Gleichung: 


en S{]-: > I-lval 


oder, wenn man sich der Formel 2, 2) des 11. Abschnittes 
_ erinnert, auch in die nachstehende: 


[Ye] 


(29a) El > En — 


4. Diese besonderen Formeln, welche der Annahme 
p=|Vx] entsprechen, freilich unter einer von der hier ge- 
wählten etwas verschiedenen Form, haben nun bei den Di- 
richlet’schen Untersuchungen der Mittelwerthe zahlentheore- 
tischer Funktionen eine "hervorragende Bedeutung. Es mag 
deshalb von Interesse sein, auch noch einige andere Beweise 
insbesondere der letzten merkwürdigen Formel hier vorzuführen. 

Wir fügen also zunächst einen einfachen Beweis nach 
Cesaro*) hier an, der x als eine Quadratzahl voraussetzt. 
Für diesen Fall ist nämlich, die Formel (29) eine unmittelbare 





*) C&saro, sur un theor&me de Mr. Stieltjes, in Comptes Ren- 
dus 96 p. 1029. 
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Folge aus einer allgemeineren Gleichung, die wir folgender- 
massen herleiten können. 

Sei [x], in zwei Faktoren zerlegt, gleich «@-b. Die 
sämmtlichen ganzzahligen Systeme &,n, für welche &7 <x& 
ist, lassen sich folgendermassen darstellen: 


1, 177 2, aa ee 


1:48], 
Ihre Menge aber lässt sich auf verschiedene Weisen abzählen. 


Erstens, indem man, sei es nach den Horizontal- oder nach 
den Vertikalreihen zählt, durch die Summe d 


[2] 
>43 
k 
1 
Zweitens, wenn man die ersten a Horizontalreihen nimmt 
. . % . . .. 
und zugleich die ersten Bi — b Vertikalreihen, wobei jedoch 


diejenigen ab-Systeme, welche diesen Horizontal- und Vertikal- 
reihen gemeinsam sind, doppelt gezählt werden; die Gesamımt- 
menge der Systeme ist hiernach auch gleich 


+ DIE] + 2] 


Setzt man diesen Ausdruck dem vorigen gleich, so entspringt - 


die Cesaro’sche Gleichung 


a 


[x] b 
2-2 a+2K-8l 


1 


Ist nun x eine Quadratzahl, <= p’, so folgt ohne wei- 
’ 
teres, ndem man «=b=p» setzt, 


[x] [Vz] 
22-2 2141-Vet 


l 1 
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Einen andern Beweis der Formel (29) verdankt 
man Hermite*) Indem wir » als positive ganze Zahl und 
p=|Yn] annehmen, betrachten wir den Ausdruck 


Fin), —=2 > Es — p*. 
1 


Ist gleicherweise g=|Yn —1|, so wird man haben 


Fn—1) Se 
1 


Nun können nur zwei Fälle statthaben: entweder ist n ein 
Quadrat oder nicht. Im zweiten dieser Fälle ist p = 9; deun 
aus den Ungleichheiten 


P<n<(ep+1/ 
nen Leah) 
mein i>r 
also p—1<g<p-+1; wäre aber p— 1=g, so würde 
P=@+l’>n—1>n 
sein gegen die Voraussetzung, und somit folgt p=g. Durch 


Subtraktion der obigen beiden Gleichungen von einander er- 
hält man demnach 


3) Fa —- Fnr—)=2 P3 ei - Fa): 


Ist aber li d.h. n—1=kitr, wor<k, so folst 


P4 





folgt 





n=kitr+1 also 2=-i+- 


U 








und folglich E — E = 4 +1, vwınr+1l=%kdi.n ein 


Vielfaches von % ist, sonst aber > = Mk Hiernach 


verschwindet das allgemeine Glied der Summe in (31) für 
alle k, ausgenommen für diejenigen, welche Theiler von » sind, 


*) S. Acta Mathem. Bd.2 p. 298: Sur quelques points dans la theorie 
des nombres, par Ch. Hermite et R. Lipschitz. 


410 Dreizehnter Abschnitt. 


wo es gleich 1 ist; man findet daher die rechte Seite gleich 
der doppelten Anzahl der Theiler % von rn, welche <p d.h. 
<Yn sind, also, weil jedem Theiler % von n, der grösser als 
Vn ist, nach der Formel n —=h-% ein solcher kleiner als Vn 
entspricht und umgekehrt, gleich der Anzahl aller Theiler 
von »; mithin ist 


(32) Fin) — Fin — )=T(in), 


woraus sofort 


(33) Fi)—= >, T(%) 
1 
erschlossen wird. 
Im ersten Falle aber, wo n = p? "eine Quadratzahl ist, 
findet sich ®<p<(@+ 1)” d.h. p=qg-+ 1. In diesem 
Falle wird also 


un-2. E-)-r+ @—1?+2.[]| 
d. h,, da dem Obigen zufolge 


ae. 
ist, einfacher 


Fo)—Fa—1)=2 3 (8 — Ei ei 


d.h. gleich der doppelten Anzahl aller Theiler % von », welche 
<yp sind, weniger Eins, was im vorliegenden Falle der Anzahl 
aller Zerlegungen von n in zwei .Faktoren d. i. wieder der 
einfachen Anzahl aller Theiler von n gleich ist.. Somit ge- 
langt man wieder zu den Gleichungen (32), (33), deren letztere, 
wenn n—|x] gewählt wird, mit der Formel (29a) identisch ist. 

Wir dürfen hier eine interessante Verallgemeinerung 
dieser Formel nicht unterdrücken, welche von Lipschitz 
gegeben worden ist”). 

Sei 7,(%) die Anzahl aller Theiler von %, welche s“ Po- 
tenzen sind, und 











*) Am vorher angegebenen Orte. 
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(N) > T,(k). 


Ist / irgend eine s'® Potenz der Reihe 1,2,3,...n, so wird 
sie so oft als Theiler dieser Zahlen auftreten, als es Vielfache 


von 4° in ihrer Reihe giebt, also [;] Mal. Schreibt man 
daher folgende Zahlen auf: h 

1 ea A a Te 

2 2.25 3.9 ee 


9 
DR FF 


n 
mw, 2-mM,..- Ben m’, 
Ss 
m 
wo m’ die grösste s'" Potenz <n ist, so ist die Anzahl aller 
dieser Zahlen gleich r,(n). Man kann ihre Menge aber auf 


verschiedene Weisen abzählen. Zählt man zuerst nach Hori- 
zontalreihen, so erhält man 


(34) JOSE 


zählt man zweitens nach Vertikalreihen, so kommt offenbar 


(35) oo n- 3 9”; 


nimmt man aber endlich die Horizontalreihen bis zur p'" ın- 
clusive und, indem man zur Abkürzung Bi ==gq setzt, die 
p 
Vertikalreihen bis zur g‘ inclusive zusammen, so umfasst 
man sämmtliche Zahlen, diejenigen »q von ihnen, welche zu- 
gleich jenen Horizontal- und Vertikalreihen angehören, aber 
zweimal. Man erhält demnach bei dieser Zählung, 
welche die beiden ersteren Arten als besondere Fälle 
in sich begreift, 


(36) .n)=—pg+ = = 12, (9 
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Die bisher beliebige Zahl p wollen wir nun als 
il 


das grösste in n!T® enthaltene Ganze: 





1 
ehe ni 
wählen, sodass die Ungleichheiten bestehen 
(87) DIPS AD) 
während zugleich 


(38) 1ı< „<atl 


ist. Mittels der ersteren von jenen erschliesst man aus der 


zweiten von diesen p < Ss <g-+1, also entweder p=g 
pP 


oder p+1<g. Im ersteren Falle nımmt die Hast (36) 
die Gestalt an: 


(39) v.)=-— + Sta] 2 > (@ W. 


Im andern Falle aber folgt aus der ersten der Ungleichheiten 


(38), welche auch so geschrieben werden kann: »<(e I 





a fortiori p a I und nach der zweiten der Ungleich- 


heiten (37) 


p+1 


»Z() Zi) <e+l, 


sodass die sämmtlichen grössten Ganzen 


GEH Te 


den gemeinsamen Werth p haben. Zerlegt man also in der 
Gleichung (36) die zweite Summation in eine von 1 bis p 
und eine von p + 1 bis q reichende, so lässt die Gleichung 
sich folgendermassen schreiben: 


nn) = —vq +3 [®| +3 ("| +a-n» 


d.h. sie nimmt die dem vorigen Falle zukommende Gestalt (39) 
auch hier wieder an. 


Die mittleren Werthe zahlentheoretischer Funktionen. 413 


Bei der getroffenen Wahl der Zahl p besteht also 
allgemein die Gleichung (39). In ihr ist die Hermite- 
sche Formel ersichtlich als einfachster Fall enthalten und er- 
giebt sich, sobald man für s den Werth 1 wählt. — 


5. Kehren wir nunmehr zur allgemeinen Formel (27) wieder 
zurück, um sie für den vorgesteckten Zweck zu verwenden, 
so wollen wir von vornherein den Vortheil hervorheben, den 
sie dafür gewährt. Während zur Linken die Summe bis zur 
Grenze x reicht, dehnen sich diejenigen zur Rechten nur bis 


zu der Grenze Yx aus; werden daher die Summen nur an- 
genähert bestimmt mit Vernachlässigung von Grössen, welche 
in Bezug, auf die oberen Grenzen von einer gewissen Ordnung 
sind, so werden bei Einführung der Transformation rechts nur 
solche Grössen vernachlässigt, die nicht in x, sondern in V x 
von dieser Ordnung sind, und so wird eine grössere Annähe- 
rung erreicht werden. 

Um dies sogleich am einfachsten Falle zu zeigen, gehen 
wir noch einmal zur ersten Aufgabe zurück, welche den mitt- 
leren Werth der Anzahl aller Theiler einer Zahl %» suchte. 
Wir haben in diesem Falle für die summatorische Funktion 


t(n) die Gleichung 
TO SHE 
1 


durch Anwendung der Transformationsgleichung (29a) aber 
geben wir ihr die Gestalt 


[Vr| 


em) = > E Sm [Yn]’ 


[va] 
ı(n)=2n- 7 —n+O(Yn), 


der 


und finden nun mittels der Euler’schen Summenformel sogleich 


t(n) = 2n (E + log|Yn] + ) — n+0O(Yn) 


v elval 


oder, wie leicht zu übersehen, einfacher 
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(40) t(n)—=nlogn + (2E—1)n +0O(Yn) ,*) 

eine Formel, welche lehrt, was bisher unentschieden blieb, 
dass im asymptotischen Ausdrucke wirklich ein Glied von der 
Ordnung n vorhanden ist. Aus dieser Formel findet sich 
nunmehr 








en Hm)—ı(n _m+m)log nt monloge oe ae 


m Mm 


wofür man auch schreiben kann 


log n + log (1 +)" +og(1 +) + 28-1 +0(M). 


m 


Lässt man also m, n gleichzeitig wachsen in der Weise, dass 


M . . n . x . 
„, zugleich mit 1% abnimmt, was z. B. geschehen wird, wenn 
1 


1 ——d 
—, m=n? setzt, 


2 ? 
so erhält man schliesslich für den Grenzwerth des 
Quotienten d. h. für MT(n) folgenden Ausdruck: 


man, unter der Voraussetzung 0 <Öö0< 


(41) MT(n)=logn+2E, 


eine Formel, welche in dem Sinne zu verstehen ist, dass bei 
jenem Wachsen von n der Unterschied beider Seiten 
gegen Null convergirt. 

Sei, während n eine beliebig gegebene positive ganze 
Zahl ist, 7,(k) die Anzahl derjenigen Theiler von k, welche 
<|Yn]| sind, T,(k) die Anzahl aller übrigen Theiler von %, 
sodass T(k)=T,(k) + T,(k) und folglich 


en einem Briefe vom 23.7. 1858, welchen Dirichlet an Kro- 
necker gerichtet hat und welcher in den Göttinger Nachrichten v. J. 
1885 8.379 veröffentlicht ist, theilt Dirichlet mit, dass es ihm ge- 


n 
lungen sei, die Summe > bl: die er bisher nur mit einem Fehler 
's 
a 


von der Ordnung Yn angegeben, „bedeutend in die Enge zu treiben“. 
Das hierzu dienende Mittel „welches aller Wahrscheinlichkeit nach auch 
auf die folgenden Fälle anwendbar sein werde“ giebt Dirichlet leider 
nicht an, ü 
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Dr9-D>n@+D> 1. 


ist. Aus (40) folgt dann zunächst die Beziehung 


(40a) >3 T, (k) > T,(k) = n(logn +2 E —1)+0O(Yn). 


Andererseits ist nach (29a) 


n [vr] & 
79-22 [;- 


und man überzeugt sich durch die gleiche Betrachtung, welche 
zur Formel (10a) des 11. Abschnitts geführt hat, dass 


[Vr] n 


23 :)-232@ 


1 
ist. Die vorige Formel lässt sich hiernach auch so 
schreiben: 


(29b) S T, (k) N T,(k) = [Vor], 


d. i., wenn ® einen positiven echten Bruch bedeutet, 


(40b) N T. (k) en T,)—=n —29Yn +. 


Wird diese Gleichung mit der Gleichung (40a) durch Addition 
und Subtraction verbunden, so finden sich sogleich folgende 
Formeln: 


n 


DL) = %(logn + 2E) +0(Yn) 


DW %(logn +2E—-2)+0(Yn), 


welche von Gegenbauer gegeben worden sind). 
Ferner findet man aus (40b) 


Snm-1) 
lim. +—— — lim. 


nn n= a» 


DT, (%) 
1 





*) Arithm. Theoreme II in den Denkschr. d. Wiener Acad. Bd, 49 3.24. 
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Nun befindet sich unter den Theilern einer Zahl %, welche 
<|Yn] sind, selbstverständlich allezeit die Eins, demnach 
bezeichnet 7, (k) — 1 die Anzahl der von Eins verschiedenen 
Theiler von %, welche <|Yn]| sind. Mit Rücksicht hierauf 
zieht Gegenbauer aus der vorstehenden Gleichung den 
Schluss: Abgesehen vom Theiler 1 hat jede Zahl » im Mittel 
ebensoviel Theiler, welche >Yn sind, als solche, welche 
<Yn sind. Diese Folgerung aus der vorigen Gleichung, die 
gar keine eigentliche Mittelwerthsgleichung ist, würde nur 
zulässig sein, wenn 7, (%) die Anzahl derjenigen Theiler von & 
bedeutete, welche — nicht <[Yn]|, sondern <Z|YVk] sind. 
Der Satz ist auch nicht richtig. Man findet nämlich leicht, 
wenn 7’(%) die Anzahl derjenigen Theiler von % bezeichnet, 
welche <|[Yk]| sind, 7”(k) die Anzahl der übrigen, folgende 
Beziehung (s. Formel (111)): 


Be STB O(Yn) 
san: 


DTM —*(logn +2E—1)+0(Yn) 
1 
also auch 
27 (ke) = (logn +2E—1)-+0O(Yn) 
und folglich 
DT (Rh) ST“ ®) 
1 1 


lim. = lim. ———. 
” 


 Mzl® 2) NR 





Jede Zahl n hat also im Mittel ebensoviel Theiler, die > Yn 
sind, als solche, welche < Yn sind; man weiss ja in der That, 
dass für jede von einem Quadrate verschiedene Zahl n jene 
Anzahl ebensogross, für jede Quadratzahl » aber um 1 ge- 
ringer ist als diese. — 


Da 


N 

1 
>" —nlgnt+En+y:- 
1 
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ist, so findet sich aus (40) 


Di ai 


also ıst asymptotisch 


N N 1 
(42) Vs a a re 
Setzt man nun 
{2 N 
(43) ENT ei Fe 
so können die Zahlen % der Reihe 1, 2, 3,...n in zwei 


Classen getheilt werden, in die Classe X derjenigen, für welche 


o, der im Quotienten T verbleibende Bruchtheil, klei- 
ner ist als und in die Olasse X’ der übrigen, für welche 


er >, ist; die Anzahl der ersteren sei A, die Anzahl der 


letzteren A’. Die Formel (42) beweist nun zwar nicht, aber 
sie legt die Vermuthung nahe, dass bei wachsendem » die 
Anzahl A grösser sei als A’. Dirichlet hat diese Vermuthung 
bestätigt. Er geht davon aus, dass, wie aus (43) leicht ein- 
leuchtet*), für die Zahlen der Ulasse X 


*) Es soll hier die allgemeine Beziehung nicht unerwähnt bleiben, 
aus welcher dies Resultat als besonderer Fall entspringt. Ist 


N | = 
1; I 


oder, indem ke=r gesetzt wird, 


nk. |] - ?; 


wo nun die ganze Zahl r < kist, so folgt sogleich 


h 2 Fi # Ei 
melelele 
hr hr j e 
wo also auch a; ist. Also: Ist r der Rest der Theilung 


vonn durch k, so ist Bl der Rest der Theilung von | 


durch A und 
hn 
k ] R- ve 
h kat? 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 27 
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E3 — 2 16 —=(0 di El gerade, 
für die Zahlen der Classe K’ 


El —» le] — I aM: En ungerade 


ist; die ersteren Zahlen sind mit anderen Worten diejenigen 
Zahlen der Reihe 1,2,3,...n, deren grösste Vielfache 
unterhalb 2%» gerade Vielfache, die Zahlen der Classe X’ 
diejenigen, deren-grösste Vielfache unterhalb 2» un- 
gerade Vielfache sind, wobei der Ausdruck unterhalb 2n 
die Grenze 2%» mit einschliessen soll. Aus diesem Verhalten 
der Zahlen X und K’ ergiebt sich ohne weiteres 


a #2 (%]-2-[2), 


und indem Dirichlet diese Summe mittels der obigen Trans- 
formationen weiter behandelt, zeigt er, dass asymptotisch 


4’= (leg 4A— 1)n, also A= (2 — log4)n 


und, dd 3— 2log4>0 ist, in der That A> A ist“). 

Dirichlet hat aber in einer späteren Arbeit”) diese 
Untersuchung wesentlich allgemeiner geführt, indem er — 
p<n vorausgesetzt — den asymptotischen Ausdruck für die 
‘ Menge der Zahlen % der Reihe 1, 2, 3,... 9 sucht, 
für welche 


(45) +-[#<e 


d. i. kleiner als ein beliebiger Werth zwischen O und 
1 ist. Beschränken wir uns in unserer Darstellung auf den 
Fall, ww p=n ist. Aus (43) folgt 





welch’ letztere Formel auch durch die Formel (11) des 11. Abschnitts 
bestätigt wird. Für A=2 ergiebt sich hieraus sofort 


Ele 


1 er 1 
also O0 oder 1, je nachdem "<z oder = d.h. Bet: oder > u 
ist, wie oben behauptet. 


*) In der ersten der bei Nr. 3 genannten Arbeiten. 
*#*) In der zweiten der bei Nr. 3 genannten Arbeiten. 
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meh Bee 


ist nun o>.« also o— « positiv und kleiner als 1, so wird 


sein; ist aber o<« also 0—« negativ und numerisch kleiner 
als 1, so findet sich 


N N 
et, 
und demnach wird die Anzahl X derjenigen Zahlen % der Reihe 
22°3....n, für. welche 


Bee) 


Auf diesen Ausdruck wenden wir die allgemeine Formel 
(23) an, indem wir darin f(k)=1 also F(k)=k voraussetzen. 


Wählen wir zunächst » (k) = ” also auch #(k) = E so 


werden ß = Fir vr Ed und die Formel nimmt die Ge- 
p q 
stalt an: 


p Y 
Denn | 
ari Ari 

also, wenn p=n ist, 

n Y 
Sl» m4 36] 
wofür sich einfacher schreiben lässt 


an Si=--w+il] 


g9+1 


Wählen wir zweitens Y(k) = so wird #(k) = - — u 


N 
k+a? 
und die Werthe von ß,y, die wir zum Unterschiede von den 
vorigen mit ß',y’ bezeichnen wollen, werden 


eh 


ER 
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d. h. für mp: 

0, Y-|t-el; 
die Formel (23) liefert so die folgende: 


(48) Dee Eh Bar 


q 


Mit Hilfe dieser Gleichungen (47), (48), in denen g irgend 
eine Zahl <n bedeutet, kann man den Ausdruck (46) in 
nachstehende Gestalt überführen: 


-S (21-5 --)+ 2] DE 


da 4 — & —.) =y—y’ nur O oder 1 sein kann, so 


darf man hierfür auch setzen: 
“I (-E- +2 
a (zer “ 2); 


Wählt man nun für q das grösste in Yr enthaltene 
Ganze, so wird die erste Summe, welche nicht grösser sein 


wo & gleich O oder 1 ist. 


kann als q, von der Ordnung Yn, ferner kann y (vel., was in 
Nr. 3 zur Formel (27) bemerkt worden ist) nur einer der 
Werthe 9, g+1, g+2 sein und folglich ist auch das dritte 


Glied zur Rechten von (49) von der Ordnung Vn, sodass wir 
setzen dürfen 


(2) -14)+00W 


oder noch einfacher 


(BU) AY—=n Be [4 _ =) +0O(Yn). 


Aus dieser Formel ergiebt sich ohne weiteres 
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(51) lim. ea be ec 


nn 





oder, da 


1 ; 
(52) is | Ben gestl)de 
0) 


ist, auch nachstehende Formel: 





Dies Integral kommt auf eine Transscendente P(z) zurück, 
welche aus der Gaussischen (im 3. Bd. seiner Werke ent- 
haltenen) Abhandlung, Disquisitiones generales circa seriem etec., 
her bekannt und zu deren Berechnung dort eine Tabelle ge- 
geben ist; nach dieser letztern entspricht z.B. dem Grenz- 


werthe lim. — — der Werth 


«& = 0,384686 ... 


1 


während umgekehrt dem Werthe « = - 


er für welchen A mit A 


identisch ist, der Grenzwerth 


lim. © — 0,6137056... 
zukommt, ein Werth, welcher mit dem oben angegebenen 
2 — log 4 übereinstimmt. 
Wir wollen aber direkt dieses specielle Resultat aus der 
allgemeinen Untersuchung herleiten. Setzt man in (50) 


akt 
a=,. ein, und bedenkt, dass 


2 5 Y Y 
1 1 1 Ge 
a Deu eh 
SG )-I- Fu 
auch gleich 
St it 2 
arte 


gesetzt werden kann, so folgt sogleich mittels der Euler- 
schen Summenformel 
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1 2 
2 (lg y+E+,,)+2- 


oder einfacher gleich 


1 2 


und demnach 


(53a) A=n(2 — log4) +0O(Yn), 
woraus dann 
(DSp a A’ = n(log 4 —1)-+0O(Yn), 


also die früher angegebenen Formeln hervorgehen *). 

6. Indem wir nunmehr die zahlentheoretische Funktion 
p(n) betrachten wollen, welche die Anzahl der zu » primen 
Zahlen <n bestimmt, beginnen wir mit einer allgemeinen 
Bemerkung. | 

Seien f(n) und »(n) zwei Funktionen, welche so mit 
einander verbunden sind, dass 


5) FM HFA) HF +: +fln) 


ist, wo die Summation rechts auf alle Theiler von » sich er- 
streckt. Dann folgt sogleich 


Dei) = I KO +rMd+ra) +: + fa): 


Nun ist jeder Theiler der Zahlen 1, 2,3, --- N selbst 
eine dieser Zahlen und umgekehrt. Ist demnach % irgend eine 
dieser Zahlen, so wird die Summe zur Rechten f(k) so oft 
enthalten, als Vielfache von %k in der Reihe 1, 2,3, ---N 


vorhanden sind, nämlich | | Mal, und man erhält somit 


die neue Gleichung: x 


*) Vgl. zu diesem Gegenstande auch Lebesgue’s Note in Liou- 
ville’s Journal ser. II t. 1 p. 377. Ferner auch einen allgemeineren 
Satz von Gegenbauer in seinen Arithmetischen Theoremen, Denkschr. 
d. Wiener Academie Bd. 49 2. Abth. 8. 108. 
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(55) > vw-I Erw, 


in welcher die Formeln (10a) und (14a) des 11. Abschnittes 
als besondere, den Annahmen f(k) =1 resp. f(k)=k ent- 
sprechende Fälle einbegriffen sind. 

Um zunächst eine Anwendung dieser Formel zu 
machen, welche an die letzten’ Untersuchungen anknüpft, ver- 
wandeln wir in ihr N in 2N, so dass 


an AR 
2 . 
arm -20r® 
ı 1 
hervorgeht, und finden alsdann durch zweifache Subtraktion 
der ursprünglichen Gleichung von dieser, wenn wir bedenken, 


dass ea —=( ist, sobald k> N, 


= (> an N) f(k) = d(n) — > vn) 


oder auch gleich 


> (v(X-+n)— vn) 


1 
d. ı. mit hücksicht auf das ım Vorigen Demerkte den Satz: 
Sind «, ß, y, --- diejenigen Zahlen der Reihe 1, 2,3, --- 2N, 
deren grösste Vielfache unterhalb 2N ungerade Vielfache 
sind, so ist 


HB HH - ZI BU tr). 


Insbesondere findet man, der Voraussetzung f(n) = 1 
also »(n) = T'(n) entsprechend, den Zusatz: 

Die Anzahl derjenigen Zahlen der Reihe 1,2,3, --- 2N, 
deren grösste Vielfache unterhalb 2N ungerade Vielfache 


sind, ist gleich 
N 


DIN +) — Ta) 


1 


d.i. gleich dem Ueberschuss der Anzahl aller Theiler der 
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Zahlen von N-+-1 bis 2N über die Anzahl aller Theiler der 
Zahlen von 1 bis N *). 

Vergleichen wir übrigens die Formel (55) mit der Glei- 
chung (8) des vorigen Abschnittes, so finden wir eine gleich- 
falls beachtenswerthe Beziehung: 


6) Sv@- Ir; 


zwischen den durch die Gleichung (54) dieses resp. (7) des 
vorigen Abschnittes mit der Funktion f(r) verbundenen Funk- 
tionen d(n) und F'(n). 

7. Wenden wir uns nun zur Funktion p(n), so besteht 
bekanntlich für diese die charakteristische Gleichung 


EI) Rey) THyAM+PÜÄA)+: :+yPm), 
"End 


aus welcher wir folglich, wenn wir wieder d(n) = 





n für N setzen, nach (55) die specielle Gleichung 


ö(n) -3 4 |p(ı) 


oder nach (56) die schon im 11. Abschnitte ohne Beweis ge- 
gebene Formel 


(58) ö(n) re o|*|, 


in welcher 
D(n) -2 o(k) 


gedacht ist, erschliessen. 

Wir werden nun das asymptotische Gesetz der 
Funktion ®(n) auf zweifachem Wege hier ableiten, 
von denen der erste, von Dirichlet angegebene, auf die 
Formel (58) ‚sich stützende seiner eigenthümlichen 
Natur wegen besonderes Interesse verdient*®) Durch 
eine richtige Vermuthung geleitet, setzt Dirichlet für jene 
Funktion die Formel an: 





*) 8. C&esaro’s genannte Arbeit p. 291. 
**) S. die erste der bei Nr. 3 genannten Abhandlungen. 
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(59) DB(n)=an?+E6:n°, 

worin « eine Öonstante ist, deren Werth wir bald bestimmen 
werden, & aber eine von n abhängige unbekannte Funktion, 
ö wieder eine, kleiner als 2 gedachte Constante. Sei A der » 
grösste unter den Werthen, welche & für n=1,2,3, N 
annimmt, und betrachten wir dann das Intervall der Werthe 


n=N-+1,N-+2,---2N. Aus der Formel (58) erhalten 


wir zunächst 
w-- Soft +2 +4, 


und wenn wir nun unter dem Summenzeichen den angenom- 
menen Ausdruck (59) der Funktion ® einsetzen, 


wo EI -Delfrr+r 


Hier ist mit Rücksicht auf (43) 


n N n N 
n 2 ’ 1 o ; 
D 8] ZRH an Dal De 
2 2 2 2 


die erste dieser Summen nach der Formel (1b) vorigen Ab- 


schnittes gleich 
n? 1 


Keira ak a Ba 


6 N 4 


die zweite kleiner als 


< 1 1 
Dr Bien 


die dritte kleiner als n, und somit, wenn n ein Werth kleiner 
als 1 ist, 


>46 -— mn 2 — 2nnlogn-+ On). 


Da andererseits in dem betrachteten Intervalle n für 


BE 2,3,1-"- n nicht grösser als N ist, so ist 


Sl <a IE] <m I; 


und man erhält aus (59) und (60) 
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an? + &-n° 
1 2 An: I 
un © = — - «) + 2ann logn — n’ An’ Da +0O(n), 


2 

wo auch n° numerisch kleiner als 1 ıst. Wählt man also 

3 
@—=—,, Sodass 

IT 

3 
En 2 
In)=zrti m, 


so wird für alle n ın dem betrachteten Intervalle 





Versteht man nun unter y denjenigen zwischen 1 und 2 lie- 
senden Werth, für welchen 


(61) Io—1 


2 


ıst, und wählt dann 6 >y, so ıst 


[0'e] 


1 — 
ee 
eine endliche Constante < 1; da andererseits dann das erste 
und dritte Glied des obigen Ausdrucks von & zusammenge- 
nommen, wenn N gross genug gedacht wird, unter einer be- 
liebig kleinen Grösse K bleibt, A aber seiner Bedeutung nach 
mit wachsendem N sicher nicht abnimmt, so darf man sagen: 
wird N gross genug gedacht, so bleibt für alle n von N+1 
bis 2 N die Grösse & numerisch unter Ag+ Kd.ı. kleiner 
als A, und folglich ist auch der grösste Werth A’, den & 
für diese Werthe annimmt, kleiner als A, A bedeutet also 
den grössten Werth von & nicht nur für das Intervall von 1 
bis N, sondern auch noch bis. 2N hin. Dieselbe wiederholte 
Betrachtung lässt nun sogleich A auch als den Maximalwerth 
von & bis AN, 8N,... d.h. als Maximalwerth von & über- 
haupt erkennen. 
Hieraus folgt aber für ®(n) das asymptotische Gesetz 


(62) on) = Zn’ +0(m). 
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Unmittelbarer ist der Weg, welchen Mertens zur 
Herleitung dieses Gesetzes eingeschlagen hat*). Aus 
(58) folgt nach Formel (20) des 11. Abschnittes 


® (n) - emo: 
1), Dr@ (il +) 
Hier ıst 
DW] -w 2 / e Bu De®4 Su@e 
PATOREI I ar rtr 


also kann man schreiben 


u) m Tuch) 
D(n) = > k RO k2 


k+1 


+ DIE - Dr Nee um) 


Aber man findet 














Se SIE [% Day I) 





eb n-+1 
d. ı. kleiner als 
Sa -H)=+ 
EEE IT 77 Pu 
ni 5 


ferner 
DE-R< IN i<Hlant tn): 


und, da numerisch stets o(e — 1) < r ist, 





*), Mertens, über einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie, 
im Journal für die r. u. a. Math. Bd. 77 8. 289. 
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1 n 
32 0e- )-u(l)<g: 


Da endlich nach (38) des 11. Abschnittes 





ist, so folgt aus diesem Allen 


D(n) — "-+R, 


wo 
R<4 2 (ben urn 

also Ei 

(62a) D(n) = e n”-++O(n log n). 


Diese asymptotische Formel ist noch genauer als die- 
jenige von Dirichlet, da die Ordnung von n logn geringer 
ist als die Ordnung von n°. 

Aus dem asymptotischen Ausdrucke für ®(n) folgert man 


rn Fm—dn _ 6n (1 en) Folsee) 
an 


m m® m 
: . OO . m 
also, wenn nun m, n gleichzeitig wachsen in der Art, dass — 


log n : 
aber auch n- gegen Null convergiren, was z. B. geschehen 


wird, wenn m =n* und @« <1 gesetzt wırd, kommt 


DB (n + m) — ® (n) 
Se ru 


gen 7 re 
mn? 
oder 
6 
(63) Mn)=—, 


was in der Weise zu verstehen ist, dass das Verhältniss bei- 
der Seiten bei solchem Wachsen von n gegen die Einheit 
convergirt. 
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8. Hieran können wir zwei Bemerkungen knüpfen, welche 
Sylvester ausgesprochen hat *). 


Suchen wir alle verschiedenen gewöhnlichen 
Brüche a deren Zähler und Nenner nicht grösser 


sind als n; wir dürfen dabei x, y ohne gemeinsamen Theiler 
voraussetzen und erhalten sie also offenbar sämmtlich, wenn 
wir setzen 


y=n, x gleich einer der p(n) rel. Primzahlen zu rn, welche <n 
y=n—1, & gleich einer der g(n — 1) rel. Primzahlen zu n —1, 
welche <n — 1 


y=2, % gleich einer der p(2) rel. Primzahlen.zu 2, welche <2 


sind, ihre Anzahl ist demnach 


P2@)+PB) +: Tym di Dm)-—1. 


Der asymptotische Ausdruck dieser Anzahl ist 
nach dem Vorigen 


Suchen wir ferner die Wahrscheinlichkeit, dass 
zwei Zahlen &, y<n relativ prim sind, so ist nach den 
Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung die Anzahl der dieser 
Voraussetzung günstigen Fälle durch die Anzahl aller über- 
haupt möglichen Fälle zu theilen. Die letztere ist, da « so- 
wohl als y jede der » Zahlen 1, 2, 3, --- n bedeuten darf, 
gleich n?. Die Anzahl der günstigen Fälle ist nach dem eben 
Bemerkten, da jetzt x nicht kleiner als y zu sein braucht und 
die Combination 2=1, y=1 noch hinzutritt, gleich 


2 (©(n) —1) +1=26d(n) —1. 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit W ist also 
*) Sylvester C. R. 96 p. 409, sur le nombre de fractions ordi- 


naires inegales qu’on peut exprimer en se servant de chiffres qui n’ex- 
c&dent pas un nombre donne. 
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wa al 
N 
und ihr asymptotischer Werth ist gleich 


Dieses Resultat ist, wie Sylvester angiebt, auf folgende 
Weise von Franklin bestätigt worden. Die Anzahl aller 


möglichen Fälle war n?, darunter giebt es 4 Fälle, in 
welchen &, y beide durch eine Primzahl p <n theilbar sind, 


also n? — [=] Fälle, in denen sie es nicht beide sind, und 


die Wahrscheinlichkeit hierfür ıst also 1 — =] . ML Sınd 


nun 2, 3, 5, --- q die sämmtlichen Primzahlen <n, so ist 
die Wahrscheinlichkeit, dass x, y relativ prim sind, die zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit, dass sie durch keine 
jener Primzahlen beide theilbar sind, und nach den Regeln 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung also 


w-][(-[67 5) 


d. ı. für unendlich wachsendes n 


[0-3 
P=2 
Sen - aan 


> 1 
1 & 
gesetzt werden darf. 

9. Dirichlet behandelt in der oben erwähnten Arbeit 
noch eine weitere zahlentheoretische Funktion auf eine der 
vorher auseinandergesetzten ganz ähnliche Weise. Ist nämlich 
die ganze Zahl n, in ihre Primfaktoren zerlegt, 


(64) a N 
und ® die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren, so kann, 
wie schon erwähnt, sie auf P(n)=2% verschiedene 


Weisen in zwei relative Primfaktoren zerlegt werden. 
Wir suchen den mittleren Werth dieser Funktion P(n). 


wofür auch 
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Dazu sei 7 (n) ihre summatorische Funktion: 


(65) a) >" Ph). 


Offenbar drückt diese Funktion z(n) die Anzahl 
der Systeme relativ primer Zahlen 8, 7 aus, welche 
der Ungleichheit genügen 

en<n, 
und kann leicht auf die Funktion z(n) zurückgeführt, 
werden. Diese Funktion nämlich bezeichnet die Anzahl aller 
ganzzahligen Systeme x, y, für welche 


Au cn 
ist, die letzteren aber lassen sich in Gruppen vertheilen, in- 


dem man stets diejenigen 2, y in eine Gruppe vereinigt, 
welche denselben grössten gemeinsamen Theiler %k haben, und 


indem man unter % successive simmtliche Zahlen 1, 2,3,....|Yn | 
versteht, werden solcher Weise alle x, y so vertheilt, dass 
jedes System nur einer einzigen Gruppe angehören kann. Die 
der Gruppe %k angehörigen seien 

g=bh,. ymnk; 


&,n werden dann relative Primzahlen sein, welche die Un: 
gleichheit 

en < [ze 
erfüllen, und da umgekehrt aus jedem System 8, n solcher 


Zahlen wieder ein System x, y der Gruppe % hervorgeht, so 
ist die Anzahl der Systeme x, y dieser Gruppe gleich = 53 
und man gewinnt daraus die Gleichung 

[Vr] 
(66) t(n) =>. & |: 
Daraus aber folgt nach (40) die asymptotische Gleichung 


[Yr] 
(67) Zrlg)= rien + @E- I)n, 
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welche für die jetzige Aufgabe die Rolle der Formel (58) bei 
der früheren vertritt. Wird dieselbe nun ganz analog be- 
handelt, wie jene, indem man für x (n) den Ansatz macht 


a(n) = anlogn-+ Bn + &-n 


unter «, ß, Ö Constanten, unter & eine unbekannte Funktion 
von n verstanden, so ergeben sich für die erstern beiden die 


Werthe 





6 6 12 F 
en, B=-SlE 14), 
wo 
BEER 
N” 


die schon in Nr. 4 des vorigen Abschnittes angegebene Con- 
stante ist, und indem für dö ein Werth zwischen > y und 1 


genommen wird, findet sich, dass & stets unter einer festen 
Grenze verbleibt, mit anderen Worten, es findet sich für = (rn) 
folgendes asymptotische Gesetz: 


12 F 


qt”? 


[BEE se) — _ (log n+2E—1-+ ) + O(n’). 

Statt näher auf dieses Dirichlet’sche Verfahren einzu- 
gehen, wollen wir es wieder durch ein direkteres ersetzen, 
welches Mertens®) angegeben hat. Zu diesem Zwecke be- 
merken wir, dass der Funktion P(n) noch eine andere 
Bedeutung beigelegt werden kann. Die Anzahl der Zer- 
legungen von n in zwei relative Primfaktoren stimmt ersicht- 
lich mit der Anzahl der Zerlegungen von 





Dpp®. 
in zwei Faktoren überhaupt®s d. h. mit der Anzahl aller Theiler 
dieses Produktes oder endlich auch mit der Anzahl aller der- 
jenigen Theiler von n überein, welche durch kein Quadrat 
(ausser Eins) theilbar sind. 
Betrachten wir andererseits die auf alle Divisoren d von k 
bezogene Summe 





*) In der bei Nr. 7 angegebenen Abhandlung. 
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D’w (a), 


so besteht sie der Definition der Funktion u gemäss genau 
aus soviel Einheiten, als % Theiler besitzt, die durch kein 
Quadrat aufgehen, und demnach wird 


Pk) =D) w (d) 
(d Theiler von k) 
also 
(69) a) = u (d) 
(k=1,2,3,-*: n). 


Sei nun d=g.4?”, wo 4? das grösste in d aufgehende 
Quadrat bezeichnet, so kann man schreiben 


"=D u), 
wenn man hier. über alle Theiler ö Be A d.ı. über alle 
Zahlen ö summirt, deren Quadrate in d aufgehen; in der That 
verschwindet diese Summe nach den Eigenschaften der Funk- 
tion u, ausgenommen, wenn f=]1 ist, wo sie den Werth 1 
hat, und stimmt also durchaus mit u? (d) überein. Hiernach 
nimmt die vorhergehende Gleichung die Gestalt an 


Pn-Ne0), 

wenn diese Summation sich auf alle ö erstreckt,’ deren Qua- 
drate in den einzelnen Theilern d von :k. een d.h. auf 
alle d, deren Quadrate in k aufgehen, jedes d aber so oft ge- 
nommen, als es durch ö? aufgehende Theiler von k oder Theiler 


giebt, le ie ;) Mal. Man darf daher auch setzen: 


PW=-2 «-7(4), 


wo nun über alle Zahlen ö einfach zu summiren ist, deren 
Quadrate in % aufgehen. Und hieraus. folgt 


On BaTIOAr >? 


wo % alle Zahlen 1, 2, B; ...n und jedesmal ö? alle quadra- 
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tischen Theiler von % zu durchlaufen hat. Hierbei durchläuft 


nun offenbar Ö alle Zahlen, welche <yYn sind; fasst man 
aber eine dieser Zahlen ö ins Auge, so werden die ihr ent- 
sprechenden Zahlen % die Zahlen 


1:0%, 20%, 580%, ... 100 
und der ihr zugehörige Bestandtheil der Summe 
[TUT + TE) 


sein. Folglich erhält man endlich 
[Va] 


(69a) x. (n) = zPAJ0E A 
Indem wir nun das asymptotische Gesetz für x (n) suchen, 


dürfen wir nach (4) Tuner B2 “| seinen asymptotischen Werth 


einsetzen und erhalten dann, wenn zur Abkürzung » für |Yn ] 
gesetzt wird, 


a (n) - 40) 3 log Ei = (2E say]: Ei dt RE ; 


Wird hier || durch — —o ersetzt, wo e<1, so 
Ö N) 0 ? 0 ’ 


lässt sich, wie ohne ‘Schwierigkeit zu übersehen ist, mit Ver- 





nachlässigung von Grössen, welche die Ordnung Yn log n nicht 
überschreiten, statt dieses Ausdrucks der folgende setzen: 





*) Da man nach (55) der Gleichung (69) die Gestalt geben kann: 


(n) En #l-u:@, 
1 


so entsteht durch Vergleichung mit dem Ausdrucke (69a) die Beziehung 
[Va] 


Sim F u? (k) ZN: ze] 


Eine a derselben findet sich in Ge genbauer’s Arith- 
metischen 'Theoremen II in den Denkschr. d. Wiener Academie Bd. 49 
S. 10 Formel (32). 
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z(n) = (n log n + (2E — 1) r) 23 = 
1 
Nun ist 


N Hr 


v+1 


d. i. nach der Formel (396) des 3. Abschnittes kleiner als  ; 


? 
ferner ist 
u log ö 
Du ©, > 


d. h. kleiner als die Summe 


Se eo arm 


v—+1 








und folglich kleiner als 


log v N 1 log v 1 1 
v +2 om< an ER 
vi 


Hiernach findet sich 














(m legen +2E-—]) n) a 


v+1 





x log ö 
n >! u(8) 5 
v1 


höchstens von der Ordnung Yn logn und deshalb darf man 


schliessen, dass bis auf Grössen von der Ordnung Yn log n 
genau 


”(n) — (nlogn + (2E—1)n) 20 — zn Du () 10g 8 
1 
ist. Nun besteht aber die Gleichung 


Be Sy ı1, > 
m Ö- [eo] 1 “ 
> ö° 


1 





woraus durch Differenzirung nach s 
28* 
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log ö 
ES AOL RE een. 
: ö° Ko) 


ER) 


hervorgeht; für s—= 2 kommt aus der ersteren Gleichung 





Sb a ee 


n. 7” 





und aus der letztern 


 STu)loge 36 ITloge _36F 


d2 7 - Fr £ zit ? 











1 


und somit nimmt der vorige Ausdruck für 0 folgende Ge- 
stalt an: | 


(70) zn) = *(logn + 2E— 1 +) + OWYrlogn), 
in welcher er mit dem Dirichlet’schen Ausdrucke (68) bis 
auf die genauere Bestimmung der Ordnung der verhachlässigten 
Glieder übereinstimmt. | 

Ohne Mühe findet man aus diesen für x (n) erhaltenen 
Ausdrücken, sei es dem Dirichlet’schen, sei es dem von 
Mertens, als mittleren Werth -der Funktion P(n) 


(70a) MP(n) = S,(logn +2E+",)- 


10. Indem wir uns jetzt von den mehr elementaren Me- 
thoden, welche die Analysis eigentlich nur insofern zu Hilfe 
nehmen, als sie die Summenformel und einige andere Formeln 
von Euler benutzen, zu.den eigentlich analytischen wenden, 
beginnen wir mit der weiteren Eintwickelung derjenigen Me- 
thode, der wir bereits bei einer früheren Gelegenheit, bei der 
Bestimmung des mittleren Werthes für die Anzahl aller Dar- 
stellungen einer ganzen Zahl durch. eine quadratische Form 
begegnet sind. Wir erinnern uns, dass diese Methode auf 
einem geometrischen Hilfssatze beruhte, dem wir zuletzt Aus- 
druck gaben in der Formel (5) des 6. Abschnittes und den 
wir in folgendem Ausspruche zunächst wiederholen: 
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Ist F ein ebenes Flächenstück, das sich nirgends ins Un- 
endliche erstreckt und durch ein Netz von Parallelen zu den 
Coordinatenaxen, welche den Abstand s von einander haben, 
in Quadrate zerlegt wird, und ist N die Anzahl der Netz- 
punkte, welche, die Begrenzung mitgerechnet, ins Innere von F' 
fallen, so wird das über F' erstreckte Doppelintegral 


(71) Sf awar —= N®-+0®:As 


sein, wenn A die grösste Ausdehnung des Flächenstücks in 
der Richtung einer der Axen und ® eine endliche Grösse ist. 
Dieser Satz ist aber der Verallgemeinerung fähig. Nimmt 
man «nämlich statt des Flächenstücks F einen ‚Raumtheil AR, 
der vollständig begrenzt und nirgends ins Unendliche ausge- 
dehnt ist, und ein System von äquidistanten Parallelebenen 
zu jeder der drei Coordinatenebenen mit dem gemeinsamen 
Abstande s an, durch welche also R in kubische Theile von 
der Grösse s® zerfällt wird, so wird eine Anzahl N von 
Schnittpunkten der Ebenen in das Innere oder auf die Begren- 
zung ‘von R fallen. Eine ganz der früheren: ähnliche Betrach- 
tung lässt aber erkennen, dass man für das über den Raum R 


erstreckte dreifache Integral H ih fi dx dydz die Bestimmung hat: 


(72) N azayas = Ns +0:0s, 


wo unter @ die grösste Querausdehnung des Raumes I senk- 
recht zu einer der Coordinatenaxen und unter @ eine endlich 
bleibende Grösse zu verstehen ist. 

Werden mehr als drei Veränderliche in Betracht gezogen, 
so hört zwar die räumliche Anschauung auf, offenbar aber 
werden die quantitativen Verhältnisse die analogen sein, und 
somit lässt sich der ursprüngliche Satz viel allgemeiner fol- 
gendermassen aussprechen: 

Bedeutet @ ein Gebiet der Veränderlichen x,,%,,... %, 
das für jede derselben endlich begrenzt ist, und N die Anzahl 
der Werthsysteme &,, &;, ... &, innerhalb G, welche, während 
U, Ug, ... U, ganze Zahlen bedeuten, von der Form sind 


zz = us ta, BB = W409, db =WSTM, 
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so gilt für das über das gesammte Gebiet @ ausgedehnte viel- 
fache Integral 


(73) ik dis. and 


die Bestimmungsgleichung 
(74) F dr, day: -dyv— N: 1.9.08, 


wo ® eine endliche Grösse, Q) aber die grösste der Aus- 
dehnungen von (@ bezeichnet, die man erhält, wenn eine der 
Veränderlichen &,, &,, ... &, constant gesetzt wird. 

11. Nachdem dieser Hilfssatz aufgestellt worden ist, können 
wir nun an die folgende allgemeine Aufgabe gehen, 
welche Lipschitz sich gestellt und behandelt hat*), 

Sei f(&,&%g,-.. %) eine ganze homogene Funktion g'” Di- 
mension der Veränderlichen &,, &,, -.. & mit ganzzahligen 
Coeffieienten und m eine positive ganze Zahl, seien ferner 
OÖ, 0%, -.. C, ganze homogene Funktionen derselben Ver- 
änderlichen, wie f, und von solcher Beschaffenheit, dass für 
jedes gegebene m nur eine endliche Anzahl Y(m) von 
Systemen ganzer Zahlen &, &%,, ... x, ohne gemein- 
samen Theiler vorhanden ist, welche den Bedingungen 
genügen, dass gleichzeitig 


(75) Pe m 
und 
(76) EIERN 


sei: es soll das asymptotische Gesetz der Funktion 
ı (m) gefunden werden. Man sieht sogleich, wie die An- 
zahl aller (eigentlichen) Darstellungen einer Zahl m. durch 
eine quadratische Form nur ein besonderer Fall der hier defi- 
nirten Funktion % (m) ist. 

Offenbar bedeutet, wenn 2>1 ist, die summatorische 


Funktion ® 
B(2) =D, v(m) 


*) Lipschitz, Monatsber. der Berl. Acad. 1865 8.174: Ueber die 
asymptotischen Gesetze von gewissen Gattungen zahlentheoretischer 
Funktionen. 


de ee eh 


2 a re Le m u te I Au Saman a 
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die Anzahl derjenigen Systeme ganzer Zahlen &,, %, ... & 
ohne gemeinsamen Theiler, welche die Bedingungen (76) 
zugleich mit der folgenden erfüllen: 


(77) RR a) 0 
Setzen wir P(x)—=0, wenn x <]1 ist, so hat W(x) diese 
Bedeutung auch in dem letzteren Falle. — Nun bezeichne 


ferner P(x,k) die Anzahl aller möglichen Systeme 
‚ganzer Zahlen %, %, ... &%, welche die Bedingungen 
(76) und (77) erfüllen und zugleich Vielfache von % 
sind, d.h. offenbar, da jeder gemeinsame Theiler von &,, &,,...%, 
aus den Ungleichheiten (76) sich heraushebt, die Anzahl aller 


derjenigen ganzzahligen Systeme, welche den Bedingungen 
O<fla,&...%) < = 
Be... rl 





1 
Genüge leisten; ®(x,%k) ıst also Null, wenn k > Br il Die 
letztern Systeme kann man aber nach den grössten gemein- 
samen Theilern, welche sie haben, gruppiren; die Anzahl der- 
jenigen von ihnen, welchen der grösste gemeinsame Theiler d 
zukommt, ist ersichtlich gleich der Anzahl aller Systeme 
X, %gy --- & Ohne gemeinsamen Theiler, welche die Bedingungen 
) = 00. 
DE 
( 12.729 ) (dR,F 
De A lee 20, 


erfüllen, und folglich gleich w( 


x 
| (ka)? 
man unmittelbar die Beziehung: 


(x, k) en “2 (rer) , 


- in welcher die Summation zwar nur über alle 
1 


ne 


erstreckt zu werden braucht, aber auch über alle d ausgedehnt 


werden darf, da X ( 





) - Hieraus schliesst 





a 





en für die übrigen verschwindet, und 
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aus welcher mittels des Umkehrungsprincipes des 
11. Abschnittes sogleich folgende Beziehung hervor- 
geht: IB: a 


(78) Ba) — D ul) We, hi), 
k 
die Summation soweit ausgedehnt, bis sie abbricht, 


nämlich bis ee 


12. Nun sei x gleich einer beliebig ‚gegebenen positiven» 


ganzen Zahl n, und 
” U, Us, ... U, 


seien alle P(n,k) ganzzahligen Systeme, welche den Bedingungen 
OT u Use. u = 
EIS VOEROTD, Br rO 


(Genüge leisten. Setzt man dann 


(79) 2 su, M—uS%,::: mW Ssis 
und 
, k 
n/9? 


so erfüllen 
De ey 

die Bedingungen 

ee! 


(80) | 
>00 Be 


Durch die letztern. ist aber für die Veränderlichen x,, &,,...%, 
ein gewisses Gebiet G abgegrenzt, von welchem wir 
annehmen wollen, dass es für jede derselben endlich 
ausgedehnt sei; die Gleichungen (79) bestimmen ein Schnitt- 
system, #(n, k) aber die Anzahl der Schnittpunkte &,, &,...%, 
desselben, welche innerhalb @ vorhanden sind. Dem in Nr. 10 
voraufgeschickten Hilfssatze gemäss wird daher das Integral 


I— [day :de, Vazedlicın 





*) Die Grössen (©, sind hier und im Folgenden immer als die ge- 
gebenen homogenen Funktionen je derjenigen Grössen anzusehen, 
welche in f auftreten. 


Die mittleren Werthe zahlentheoretischer Funktionen. 441 


wenn es über das durch die Ungleichheiten (80) begrenzte 
Gebiet erstreckt wird, gleich 


en, h)- ( a7 +90 
und umgekehrt 


sein. Mit Beachtung von (78) folgert man hieraus 


(82) U (n) = ID u(h)- (x aM ? 29 uk) (=) 


1 
Die Summationen sind hier fortzusetzen bis k = „| , was 
wir kürzer N schreiben wollen. Man kann aber setzen 


Di u) _ Se SL, 
1 


N+1 








die erste Summe zur Rechten ist N 


[0 >) 
1 
> kr .2 
1 





x 








während die zweite kleiner ıst als DD; 1 RZ Hr u Er 
Folglich wird N 
n,/9 n”/9 ( 2) 
PATORE )--: a 


1 
Andererseits ıst 


v—1 


N 
HIN? 1 
Zorn.) <er 2 gr" 


ie, 


wo ©, ein endlicher Werth, d. ı., wenn. v>2, kleiner als 
1 

ns mal dem endlichen Werthe 9, De - Im: Falle 
v>2 erhält man also das Resultat: ! 








(83a) %(n) Bea +0 (ze) 
1 


k” 


1 
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Ist aber v=2 also 





N 

1 1 
ee er 
1 


so ıst 


von der Ordnung n? logn und demnach erhält man im 


Falle v—=2 


en 
(83b) er 


BE: 
k? 
ii 
Aus dem asymptotischen Werthe der Funktion Pr) 


findet man nach bekannter Weise den mittleren Werth der 
Funktion »(n). Sei zuerst v>2. Da, wenn bei gleich- 


+0(n” log n). 





ur .. . m 
zeitigenn Wachsen von n,m das Verhältniss „ gegen 0 con- 











vergirt, 
V Vv 
(n + m)s —ny 
mn 1 
v 
5 zur (renze hat, 
v—1 v—1 
nm sy —n3 
mn 
aber gleich 
n!=% (ee 1m ar ) 
m g N 


geschrieben werden kann, so wird 


Pln+ m) — 7 (n) 
: m J v 
lim. 7 Ser = ern 
N—=@ % 9 I 








sein, wenn m = n® gesetzt wird, während ö zwischen 1 und 


vs liegt. Man findet also, wenn v>2 ist, 
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(84) My(n) = — ne} 
1 
Zr 
1 
in dem Sinne, dass das Verhältniss beider Seiten mit unend- 
lich wachsendem » gegen die Einheit convergirt. 


Ist zweitens aber v=2, so lässt sich 


(n + m)’F log (n + m) — u? log n 
mn’ —1 





gleich 
n!=% Jogn BE 1 ) 


m n g 


schreiben und man erhält folglich bei gleicher Wahl von m 





(85) My(n) = & Bi el 


g 


das ist: die Formel (84) gilt auch noch für v = 2. 


Die »(m) Werthsysteme, welche den Bedingungen (75) 
und (76) genügen, sind Zahlen ohne gemeinsamen Theiler. 
Ist nun q irgend eine Primzahl, so lassen diese Systeme 
ganzer Zahlen &,, &, ... &, (mod.g) genau q’ — 1 verschie- 
dene BKesteombinationen zu, nämlich die sämmtlichen über- 
haupt möglichen g’ Resteombinationen mit Ausnahme der ein- 
zigen, für welche sie sämmtlich =0 (mod.g) sind. Die 
ı» (m) Werthsysteme lassen sich dann nach den Restcombina- 
tionen der Zahlen &,, %, ... &, in Gruppen vertheilen; x (m) 
heisse die Anzahl der Werthsysteme in einer dieser Gruppen. 
Durch eine geeignete Modifikation des obigen Verfahrens lässt 
sich der mittlere Werth auch von x(m) bestimmen und ins- 
besondere einsehen, dass er nur von dem Integrale J, nicht 
aber von der besonderen Restecombination abhängt, welche 
man betrachtet; er ist mithin für alle diese Funktionen x (m) 
der gleiche und folglich, da ihre Summe gleich »(m) ist, 
gleich dem (g’ — 1)" Theile desjenigen von Y (m). Hieraus 
ersteht die Formel: 
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Für jede ganze Zahl v>2 ist 





(86) My(lm) te ne 


{es} 


13. Zur Anwendung dieser Formeln betrachten wir zuerst 
die Anzahl aller eigentlichen Darstellungen‘ einer 
positiven ganzen Zahl m durch eine positive quadra- 
tische Form 


A H 20010 4 Ag? ++ Ana“ 


von v Veränderlichen und von der Determinante 


> I Ada mv —d, 
oder die Anzahl ı (m) aller ganzen Zahlen #,,2,,...%, ohne 
gemeinsamen Theiler, für welche 


Ad + 205% + 40 + tv’ —=ım 


ist. Da hier keine Ungleichheiten von der Art (76) vorhanden 
sind, bestimmt sich das Gebiet der Veränderlichen &,,2,, ...x,, 
welches wir @ genannt haben, durch die doppelte Ungleichheit 


(87) <a + 20 + ta? <I. 
Weil aber die Form als eine positive vorausgesetzt ist, kann 
man bekanntlich eine Substitution 
(88) 4 = iı X, — diak, -H aaa m br Av, 
(fürs 1, 2, 8,02 00) 
mit dem Substitutionsmodulus 1 anwenden, durch welche sie 


ın dıe Gestalt | 
A,X,° Ei A,X, meer AyX,? 


mit lauter positiven, wenn auch nicht ganzzahligen Coefficienten 
A; übergeht, während 

A: A, A, A, —— A 
ist: Das Gebiet @ kann dann auch als das durch die Un- 
gleichheiten 


(8) 0A PAR 2. AR 
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definirte Gebiet der Veränderlichen X,, X,,... X, angesehen 
werden, und es ist einleuchtend, dass es in Bezug auf jede 
dieser Federtichen und Ketich auch wegen (88) i in Bezug 
auf jede der Veränderlichen x,,%,,... x, ein endlich heßrenzte: 
ist. Die Voraussetzung unserer vorigen Formeln ist also er- 
füllt und demgemäss 


MY(n) = zu en 





wenn J das über das Gebiet G erstreckte v-fache Integral 
| an, aa, 3. du, — | HOSE DS NRITD. 


bedeutet. Bei der Ermittlung seines Werthes müssen wir 
unterscheiden, ob » gerade oder ungerade ist. 


Sei erstens v gerade gleich 24. Dann setze man 


AayA, — 1,0089, als — 7, 8in.Q, 


NV —ı = fr, C0S Pu X, VE = Y, sin OP; 
wodurch die Bedineung (89) sich in die folgende verwandelt: 
(90) N 


und von den Veränderlichen 915 99, --- 9, unabhängig wird. 
Daher erhält man | 


J f" dr, dg, “Tg dr, dp, Bl r,dr,dp, 
Er VA, A, A 


IR v 





= . (ar, «rd 
Br Y, 25 Var. Tnarı 
mit der Bedingung (90). Die ‚successiven Integrationen nach 
Yı, F95 -.. 7. ergeben dann ohne Mühe die Formel 
an)" za 
(91) Be | 








Va 2.4:6..,2% 


Ist zweitens » ungerade gleich 2h +1, so führen 
die Substitutionen 
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X, YA, =, 0089, X, YA, = r, sin Q, 
2. VA,_: = 1, COS 9, en VAra = r,sın 10977 


X,Y4= 0 


das Integral zunächst über in das folgende 








J ır,dr,dg, :-:r,dr,dgp,-de 
= VA ar 2 


V 





h 
- Inar, ... 1, dr,de 
mit der Bedingung 
(90a) r+r2+...+n?+0<1l, 


und nun führen die successiven Integrationen nach r,, r3,... 7, 
zu dem einfachen Ausdrucke 





d. ı. zur Formel 


h 
(91a) , > 


ya 3:5:7..-@h+1) 


Beide Fälle ziehen sich zusammen in die allgemeingiltige 


Formel 
v1 v 
1.9 A 2 |. Ar | 
—- TZImR 
v4 26-4)... (»—2|?- )) ; 
und mit ihrer Hilfe findet man nach (84) resp. (85), wenn 
darin g= 2 gesetzt wird, das Resultat: | 


Kalk) 
1 aL 2 4.512 1 ——1 


ern 
k” 








(92) = 














Setzen wir in (81) g=2 und k=1, und dividiren dann 
durch n, so giebt die entstehende Formel 
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im vorliegenden Falle den Mittelwerth M/(n) für die Anzahl 
aller Darstellungen einer Zahl n durch die quadratische Form; 
sein asymptotischer Ausdruck ist 


Min)=JI:n? . 
So ergiebt sich für v—=2 
Nm), 
in Uebereinstimmung mit dem, was im 6. Abschnitte gezeigt 
worden ist; 





für v=3 Mf(n) = ya Vn 
ger Mi)- zn 
v5 MW, 
v8 =" 


u. 8. w. — 

14. Wir knüpfen hieran die Aufgabe, den asymptoti- 
schen Werth für die Anzahl N der positiven ganz- 
zahligen Systeme &, y zu finden, für welche, wenn 
A, B, «, ß gegebene positive Zahlen sind, 


Aa + Bye <n 


N; 


so darf offenbar y alle ganzen Zahlen 1,2,3,...d erhalten 
und jedem solchen Werthe von y entsprechen 


ıst. Setzt man 


zulässige Werthe von x. Demnach wird 
N=PN) HR) +: +0) 


sein. Der Definition von »(y) gemäss kann man setzen 


vw Er) uw 
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wo x(y) stets zwischen O0 und 1 enthalten ist. Da ferner 
die Funktion . 
mr 


mit wachsendem y abnimmt, hat man die Ungleichheiten 


yt1 Yy 


y BNY ByP\Y P} Byß\” 
RB & DIE & er & 
Je 1) ay<(® 7) </k 1) dy, 

1 


Yy Ye 








aus denen entsprechende für Y(y) und mit ihrer Hilfe die 
folgenden hervorgehen: 


Je) “av Ir) <u + )+-+00-D 


b b 
2 Ba 
vH) + +ro</(F) ) av- DW. 
1 
Nun ıst aber 
Y 
G)"=b+e, 
wo e<1 ist, und 


b+0o ß 1/ 8 e\\ 
n— By? \* .(n — Bb )- | 
/ a dy< a = 
: 


I -BuPXYe , 
. os ; in Folge davon lässt 


sich die erste Ungleichheit durch folgende ersetzen, welche ın 
verstärktem Grade besteht: 


Eu ' 
“ BENNY 
ENTE ERTYEIT: | 
5 dy— DW) <N 
1 1 


und weiter durch die andere: 


Sera" 


ersetzt werden darf; aus der zweiten aber folgt ebenfallk 
a fortiori 





also umsomehr kleiner als ( 








u A A Sl BZ zn dd a A a a UT mE u a U 
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SH“ = N-+®.- dan JE (3)”) 


gesetzt werden kann, wenn unter 8 ein positiver echter Bruch 
verstanden wird. Durch eine einfache Vertauschung der Inte- 
grationsvariabeln gewinnt man hieraus die Gleichung 


N=-(#)". Au de 
TEN ((& 8 1 59): 


der man auch mittels der T-Funktionen schliesslich folgenden 
Ausdruck geben kann: 


Bet ir LOSLCR nr (m\R\*) 
N ar (tn 1) +()")- 
ep 

" Sind «@, ß einander gleiche, A, B ganze Zahlen, so fällt 
diese Aufgabe ersichtlich unter die allgemeine Aufgabe von 
Lipschitz, indem N sich nach der Formel für P(n, 1) be- 


rechnen lässt. Setzt man zB a=ß=2 und AB=JZ, 


so liefert die Formel (94) für N den bis auf die Ordnung Y n 
genauen Ausdruck 











IT 
N=Nn.—- 


was, wie leicht zu erkennen, mit dem im 6. Abschnitte er- 
haltenen Resultate übereinstimmt, da wir hier uns auf posi- 
tive Werthe x, y beschränkt haben, jeder Auflösung in posi- 
tiven Werthen x, y aber noch drei andere: 2,— y; —x,y; 
— %,— y zugehören. 





*) Vgl. Cesaro’s bereits erwähnte Arbeit p. 193. 


Bachmann, Analytische Zahlentheorie, 29 
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Setzt man a=ß=35, so liefert die Formel (94) für N 
folgenden bis auf Grössen der Ordnung Yn genauen Werth 
n’: 1 BR; 
EARTH (7)? sin 


RE ET 
(AB)% Any3 


15. Wir wenden nun zunächst die Methode von 


Lipschitz an, um nochmals den mittleren Werth für 
die Funktion z(rn) zu ermitteln. Diese Funktion be- 
zeichnete in der That die Menge aller positiven ganzzahlıgen 
X, %, ohne gemeinsamen Theiler, welche der Ungleichheit 


U <n 


(Genüge leisten; bestimmt man weiter, dass x, <%, sein soll, 
so reducirt man die Anzahl aller Systeme offenbar auf die 
Hälfte (es macht nichts aus, wenn man hier von dem einen 
Werthsysteme &, =, = 1 absieht) und somit wäre 


(nn) = = an) 


die Anzahl aller ganzzahligen &, ,2, ohne gemeinsamen Theiler, 
welche den Ungleichheiten genügen 

OTEHEN 

ir et: 


Folglich bezeichnet P(n,%k) die Anzahl sämmtlicher ganz- 
zahligen Systeme “,, tg, welche die Ungleichheiten erfüllen 


==. 
<um <T 
Drei U. 


n 


Aus letztern folgt sofort «, oe und, da «, eine von Null 
verschiedene ganze Zahl sein soll, u, < e ‚ P(n,k) ist also 


eine endliche Anzahl und wird Null, sobald k>|Yn]. Setzt 


man nun aber 


5. =su, = su, 
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wo =. sein soll, so wird das Gebiet @ der stetig Ver- 
N 
änderlichen &,, &, durch die Ungleichheiten 
0<5%.<I1 
0<&<5, 


bestimmt und offenbar in Bezug auf &, unbegrenzt sein; 
die Voraussetzung der Nr. 12 findet sich also nicht erfüllt. 
Man bemerke aber, dass aus den Ungleichheiten für die 
Grössen u,, u, sich 


2 = W 
also, da «u, ganzzahlıg ist, umsomehr 


— fl 
U < 72 uU 
sich ergiebt; fügt man diese Ungleichheit den früheren hinzu, 
so verändert sich die Anzahl der denselben genügenden ganz- 
zahlisen Werthsysteme offenbar nicht, das neue Gebiet @’ 
der Veränderlichen &, & aber wird nun durch die früheren 
Ungleichheiten in Verbindung mit der folgenden 


<< % 3 


bestimmt und ist dadurch auch für die Veränderliche &, ein 
endlich begrenztes. Heisst folglich J das auf @’” erstreckte 


Doppelintegral d&,d&, so findet sich nach Lipschitz’ 
Formeln: 


un) —=J-%—0.4P". 


Man bemerke nun, dass die für &, vorgeschriebenen Be- 
dingungen 


— 1 - 
BZ, bp 
® l 
für den Werth & = ve übereinstimmen, dass für Werthe 
IE V# die erste dieser Ungleichheiten eine Folge der zweiten, 


.. 1% 4 = n 
ünse > RE umgekehrt diese eine Folge der ersten ist. Dem- 


nach liegt für die erstgenannten Werthe von &, die Variable 5, 
| 29* ü 
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zwischen &, und . ;&, für die zweitgenannten Werthe von &, 
zwischen &, und = ‚in beiden Fällen wird demnach &, kleiner 


sein als & Die Ausführung der Doppelintegration liefert 


1 flon-ı af 5,).a&, 


d. ı. vereinfacht 


hiernach 


N 


1; 


Andererseits wird A nicht grösser als ve da &, nicht über 1, 
Ü 


&, nicht über Ve: hinaus wächst, und somit findet sich 








U (n,k)= hl —0.8. 
Folglich wird nach (78) 
[vr] [Vr] [Yr 
Y(n)—=—nlogn Eu 2 zen ey: a 


Durch Multiplikation mit 2 erhält man =(n), und wenn man 
schreibt, wie folgt: 


[0 2) a» 1 F 
a(n)=nlogn- a — 2n De 
1 1 


Dr: Sun an Se k 
[Vrl+1 [Yrl+ı 


El, 
a, 
1 


und man erinnert sich der Bemerkungen in Nr. 9 und bedenkt 
endlich, dass, wenn ©, einen endlichen Werth bedeutet, 
vn] 


®:-u(k 
aD. dein 9% 
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ist, so ergiebt sich, bis auf Grössen, welche die Ordnung » 
nicht erreichen, genau 


z(n) = 4 logn + 


wo ö ein endlicher Werth ist, dessen genauere Bestimmung 
bei der hier angewandten Methode nicht gelingt; den früheren 


72 F' 


u* 





n + 20- u, 


zufolge haben wir ihn gleich (2E — 1) zu setzen. 


16. Lipschitz hat in seiner Arbeit die Formeln, die 
wir hergeleitet haben, auch angewendet auf die Anzahl binärer 
eigentlich primitiver quadratischer Formen von positiver 
Determinante, welche reducirt sind. Indem wir auf diesen 
Punkt seiner Arbeit hier nur verweisen, begnügen wir uns 
mit seiner anderen Anwendung, welche dasselbe für Formen 
einer negativen Determinante leistet, wo es mit der Be- 
stimmung der mittleren Anzahl der Classen von For- 
men gleichbedeutend ist. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Anzahl aller ganz- 
zahligen Systeme &,, &,, &, ohne gemeinsamen "Theiler, welche 
folgenden Ungleichheiten genügen: 


(<a - a <n 
(95) Nester 
% % 
ee ar 3» 
wir nennen P(n,%k) die Anzahl sämmtlicher diese Ungleich- 
heiten erfüllenden ganzzahligen &,, %3, &, welche zugleich Viel- 


fache von k sind d.ı. die Anzahl aller ganzzahligen Systeme 
U, Ug, U, welche diesen Ungleichheiten genügen: 


r 0 <uU —U:< - 
(95a) Zu Us 
U u, 
an x: — Us < + 9: ° 


Diese Anzahl ist endlich; denn aus den vorstehenden Un- 
gleichheiten folgt 


2 a 2 2 u? 
u <Um<ne +W <a + SE 
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4n n 
also ı, < V ; daher ferner «, numerisch kleiner als V 


3 3 
und endlich 

zun 2 an 
l<Tat Y << . 


umsomehr also auch, da u, eine ganze von Null verschiedene 


4n ® .. 
Zahl bedeutet, u, < 573» sodass %,,%,, 4, nur eine beschränkte 
(7 


Anzahl ganzzahliger Werthe annehmen können. Die erste 
der Ungleichheiten (95a) zeigt zudem, dass P(n,k)=0 ist, 
sobald k>Yn. 


Wird nun s= und 
u, =su, us, = su, 
gesetzt, so sind &,, &,8; durch die Ungleichheiten 
| <<, <I1 
(96) | £, 


bestimmt; das Gebiet @ dieser Veränderlichen erfüllt aber 
nicht die Voraussetzung der Nr. 12, für alle Veränderlichen 


ein endlich ausgedehntes zu sein, da es sich offenbar für die 


Veränderliche &, ins Unendliche ausdehnt. Wir hatten aber 
für die ganzen Zahlen «,,%,, 4, die Beschränkung gefunden 


an 
uU < gm 


4n 


aus welcher u,? - u, < 3728 
(7 


u, und folglich, wenn vw, >1 also 
mindestens 2 ist, auch 

(95b) re U 

hervorgeht, eine Ungleichheit, welche auch für den Fallu,=1 
bestehen bleibt, in welchem nach den Ungleichheiten (95a) 
sich „=0 also u, < Z ergiebt. Da diese Ungleichheit (95b) 


aus (95a) folgt, so wird die Anzahl P(n,%k) der den letzteren 
genügenden ganzzahligen “,, %,, u; nicht verändert, wenn wir 


den Ungleichheiten (95a) die neue (95b) hinzufügen. Den 


a 
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Veränderlichen &,, &, &; entspricht dann aber nicht mehr das 
Gebiet G, sondern dasjenige Gebiet @’, welches durch die 
Ungleichheiten (96) in Verbindung mit der neuen Ungleichheit 


(96 a) et 
bestimmt und nun für jede der Veränderlichen &,,8,,8, nur 


ein endlich ausgedehntes ist. Nunmehr also dürfen wir den 
Hilfssatz zur Anwendung bringen und erhalten, wenn wir 


J — / d&, dE, dE, 
das über das Gebiet @’ erstreckte dreifache Integral nennen, 


(97) I — %(n,k): Ba Ba 
Vn Vn 
Zur Berechnung von J’ führen wir durch die Substitution 
&=rsinpcosy, &,=rsinpysiny, &=}rcosp, 


in welcher r>0, 9 zwischen O0 und x, % zwischen O0 und 
2r gewählt werden darf, drei neue Veränderliche r,p,» ein, 
für welche die Ungleichheiten (96) und (96a) die Gestalt 


0 <r? (sin? p sin d cos dp — co? p)<1 
0 <cosyp <sinYy 





(98) sin d < rn cos ı 
——<otgp<Tt, 


das Integral J’ aber die folgende Gestalt annimmt: 
J' ze dr dy sing dpy. 
Wird zuerst nach‘r zwischen den Grenzen 


O0 und ! 


(sin? p sin 9 cos » — cos? p)” 
integrirt, so kommt 


‚ DEN 2 


sin p 





(sin? p sin y cos y — cos? p)” 


a day sinpdp 
4 (sin % cos w)” (1 — A? cos? p)’%? 
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” 


wenn zur Abkürzung 
22 1 + sin yp cos p 
sin a) COS % 





gesetzt wird. Für die Integration nach g gelten die durch 
die vierte der Ungleichheiten (98) bestimmten Grenzen, bei 
deren Berücksichtigung man ohne Mühe findet: 


nr 4 “ dıb 
il | | 


sin ı» Ysin u cos % V! _{- cotg % 





d.ı., wenn man cotg% als Variable einführt und in Bezug 
[} . k? . . 
auf sie zwischen den Grenzen 37 und 1 integrirt, 
2 . 1 . k2 
Jess Karen. 2 arten er 
3 2. 2n 
oder einfacher 


9C SE = (ee a 1 k 2 
(99) J ltr are sin _ =) 


Der Raum @’ dehnt sich am weitesten in der Richtung 
der Axe &,, am wenigsten weit in der Richtung der Axe &, 
und ist symmetrisch zur Ebene &,=0; und unter Q darf 
hier der Querschnitt verstanden werden, welcher letzterer ent- 
spricht und dessen Inhalt durch das Integral 


0- (asas, 


mit dem durch die Ungleichheiten 
0<55<1 
I<H<hZg 


bestimmten Umfange gemessen wird. Man findet hieraus 
(s. vorige Nr.) 





(100) Oi. 


7 


Und mit diesen Resultaten ergiebt sich aus (97) 


4 (a ki Vn ; yr 
Q ne er Be 
ins) & arc sin sn) )—® lo en 
d. i. bis auf Grössen, deren Ordnung diejenige von n a n 
nicht erreicht, 


(101) En, (Pr) — 9. , log A 
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Wird nun auf Grund der Formel (78) die Rechnung wieder- 
holt, welche in Nr. 12 durchgeführt worden ist, so ergiebt 
sich für (rn) die Formel 
Y2 

(102) P(m)— 7.2 0(nlogn), 
1 
eb 





aus welcher, wenn man n» und m gleichzeitig so wachsen lässt, 


Y. 

m n’® loe n 
dass und ——-— 
N m 





gegen Null convergiren, indem man etwa, 


für ein zwischen '/, und 1 liegendes d), m = n? setzt, 


Ya 
(103) My(n)— —— 


hervorgeht, in dem Sinne, dass das Verhältniss beider Seiten 
für n= oo der Einheit sich annähert. 
Gleicherweise findet sich 


a 
(104) MW)- an = 





a1 [6 >) 


Hiervon machen wir nun die Anwendung auf die 
reducirten positiven Formen einer negativen Deter- 
minante —n. 

Nach Gauss heisst eine positive quadratische Form (a, b, c) 


der Determinante — rn, für welche also 
(105) ac—b—=n 
ist, reducirt, wenn a,b,c den Ungleichheiten genügen 
| ea 76 
(106)  - 
ee 


und sie ist zudem eine eigentlich primitive Form, wenn a,b, c 
keinen gemeinsamen Theiler haben und (mod. 2) nicht die 
Restecombinatin a=0, b=1, ce=0 darbieten; die Com- 
bination a=0, b=0, c=0 ist schon durch das Vorige 
ausgeschlossen. Jede eigentlich primitive positive Form der- 
selben Determinante ist einer reducirten Form äquivalent, 
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reducirte Formen unter einander sind aber nicht äquivalent, 
ausgenommen die beiden Formen 
(a, b, c), (a, —b,c), wenn 2b=-a, 
und die beiden Formen | 
(a, b,a), (a, —b, a), wenn c=a 

ist, welche je einander äquivalent sind. Zählt man also die 
Systeme ganzer Zahlen a, b, c, welche den angegebenen Be- 
dingungen genügen, in den Fällen, wo in (106) Gleichheits- 
zeichen gelten, nur zur Hälfte, so wird offenbar die Anzahl 
aller den Bedingungen genügenden Systeme a, b, c mit der 
Anzahl 7 (— n) der Classen quadratischer Formen für die 
Determinante — n übereinstimmen. Gälten nun in (106) nur 
die Ungleichheitszeichen, so wäre offenbar die Anzahl der 
oanzzahligen Systeme a, b, c ohne gemeinsamen Theiler, welche 
den Bedingungen (105) und (106) genügen, identisch mit % (r) 
und daher die Anzahl aller Systeme a, b, c von der angegebenen 
Beschaffenheit gleich der Summe der y(n), welche den noch zu- 
lässigen 6 Restcombinationen (mod. 2) entsprechen, also gleich: 


6 an’: x 


Diejenigen Systeme a, b, ce aber, welche den Gleichheits- 
zeichen entsprechen, fallen offenbar in die Grenzflächen 
des Raumes @ und demnach kann ihre Anzahl höchstens nur 
von derselben Ordnung sein, wie das zweite Glied zur Rechten 
von (101), welches im asymptotischen Gesetze nicht mehr von 
Bedeutung ist; der eben gegebene Ausdruck giebt somit auch 


den Werth von H(—n). Schreibt man mithin 4 für », so 


erhält man das Resultat: 

Die mittlere Anzahl der De aller eigentlich 
primitiven positiven,quadratischen Formen der nega- 
tiven Determinante — Jist 


ee RE, 


(107) SE 
k® 


eine Formel, welche mit dem han angeführten Gaussischen 


BEE na EEE 
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asymptotischen Ausdrucke (5) bis auf eine additive Constante 
übereinstimmt. Uebrigens hat auch Gauss bereits an einer 
anderen Stelle*) diese Constante unterdrückt, wo er statt 
des Ausdruckes (5) den folgenden giebt: 

m yd 

1 1 2 
a) 
von dem man sich leicht überzeugt, dass er dem Aus- 
drucke (107) gleich ist; in der That ist 


(107 a) 


© 
IN u 


>. 1 | 
- N eig 1 


Pre lua take), 


wodurch jener Ausdruck in den andern verwandelt wird. 

17. Bei der Wichtigkeit gerade dieses besondern Beispiels 
können wir nicht unterlassen, auch noch die direkte Me- 
thode, durch welche Mertens die Gaussische Formel 
hergeleitet hat“*), wenigstens in ihren wesentlichen Punkten 
hier auseinanderzusetzen. 

Wir denken uns nach seinem Vorgange das System der 
sämmtlichen nicht äquivalenten, primitiven und abgeleiteten, 
redueirten positiven Formen aufgestellt, welche den Deter- 
minanten | 
(108) — 1, —2, —3,...—n 
entsprechen. Die Gesammtzahl derjenigen Formen dieses 
Systems S, in denen wenigstens einer der äusseren Üoefficienten 
ungerade ist, heisse F(n), f(n) aber die Anzahl derjenigen 
Formen, welche eigentlich primitiv sind. Die F'(n) Formen 
lassen sich nach dem grössten (ungeraden) gemeinsamen 
Theiler ihrer Coefficienten gruppiren, und so ergiebt sich zu- 
nächst für jede ganze Zahl n die Beziehung: 


19) F)=rm+ral+tral+ 


also 


*) Gauss’ Werke Bd. 2 p. 284. 
##) In seiner Abhandlung über einige asymptotische Gesetze der 
Zahlentheorie, J. fd. r. u. a. Math. Bd. 77. 
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Nennen wir andererseits y(s, n) die Anzahl derjenigen 
Formen des Systems $, bei welchen der mittlere Üoefficient 
+ s ist, x(s, n) aber die Anzahl aller Formen dieser Art, bei 
denen die äusseren Coefficienten beide gerade sind, so leuchtet 
ein, dass 


(110) F(n) - (# (s,n) — x(, n)) 


sein wird, wenn -die Summation über alle zulässigen s d. ı., 
weil bei reducirten Formen der mittlere Coefficient numerisch 
nicht grösser als die Quadratwurzel aus der durch 3 getheilten 


Determinante ist, über s=0, 1, 2,5, --- y:| erstreckt 
wird. 

Wir suchen zunächst Y(s,n). Zu diesem Zwecke 
haben wir dem Begriffe.reducirter Formen gemäss für jede 
Determinante D = — 4 aus der Reihe (108) s® + 4 auf alle 
Weise in zwei positive Faktoren a, c zu zerlegen, deren 
erster nicht grösser als der zweite ist, und aus jeder solchen 
Zerlegung, wenn s = 0 ist, die Form (a, 0, c), wenn s>0 
ist, die beiden Formen (a, s, c), (a, —s, c) zu bilden; von 
diesen Formen sind aber diejenigen, als nicht reducirt, auszu- 
scheiden, bei welchen « <2s ist, und auch diejenigen redu- 
cırten Formen (a, — 5, c), bei welchen a=2s oder a=c 
(oder beides) ist, weil dieselben äquivalent sind mit (a, s, ce). 

Ist also erstens s=0, so hat man alle Formen 
(a, 0, ec) zu bilden, bei denen «- c eine solche Zerlegung einer 
der Zahlen 

1, 2,3, nn 
ist, deren zweiter Faktor mindestens gleich dem ersten ist; 
solcher Zerlegungen giebt es bei einer Zahl m 
au rn oder a 


’ 


je nachdem »m eine Quadratzahl ıst oder nicht; weil es bis n 


hin |Yn] Quadratzahlen giebt, ist also die Anzahl aller jener 
Jerlegungen oder 


(111) (0,0) = zn) + [Vn]. 
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Ist zweitens s eine positive Zahl, so giebt es redu- 
eirte Formen (a, + s, c) nur für diejenigen Determinanten 


D= 4 der Reihe (108), für welche Nes s ist, d. h. für die 
Determinanten 
—3°, —- BEFH1),.:- —n. 
Suchen wir zunächst sämmtliche Formen (a, + s, c), bei 


denen a<c ist, so sind für a, c die sämmtlichen Zerle- 
gungen der Zahlen 


2 2 2 
4,4" +1, -n+s 
in zwei Faktoren zu wählen, deren erster nicht grösser als 


der zweite ist. Die Anzahl all’ dieser Zerlegungen ist nach 
dem beim vorigen Falle Gesagten gleich dem Unterschiede 


en+9)+2[Yyr +8] -(3:4° —-1)++ [Ve -1]), 


die Anzahl der Formen (a, +s, c), welche diesen Zerlegungen 
entspringen, also doppelt so gross. Aber von ihnen sind aus- 
zuscheiden erstens diejenigen Formen, * bei denen a<2s. 
Sei nun a eine Zahl <2s, so giebt es in der Reihe 


Th Se nn 
= er] Vielfache von a, desgleichen q = En =] in 
der Reihe 





1,2, 3,0. -A—1 
und daher in der Reihe 


4°, 4° -+1,..-n + 
n+s?]- [4s’—1] 
solche Vielfache, nämlich die Zahlen 


aa +1,a. @#2)::-a-®, 
denen Formen (a, +5, €) mit dem ersten Coefficienten « ent- 
sprechen können, und diese Formen gehören auch sämmtlich 
zu den zuvor gezählten, denn, da 2s >a, so ist 


as? —1 — 1 
FR > | 
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alsog>a—1d.h.g+1>a also der zweite Faktor der 
vorstehenden Zerlegungen grösser als der erste. Da diese 
2(Q@ — q) Formen’ auszuscheiden - sind, sobald a <2s ist, so 
müssen also von den zuvor gezählten Formen 


2s—1 2s—1 
Se De 


ausgeschieden werden. 

Zweitens sind aber noch auszuscheiden diejenigen Formen 
(a, — s, c), bei denen entweder «= 2s oder a=cist. Die 
Anzahl der erstern beträgt, wie eben bemerkt worden, 


ea! 


die Anzahl der Formen (a, — s, a) ist gleich der Menge der 
Quadratzahlen in der Reihe 48, 4? +1, :--n +3’, d.i. 


Vr+ | - Var]; . 
von den letztern Eormen ist aber die Form (2s, — s, 2s) 
schon unter den vorigen enthalten und darf daher nicht noch- 
mals gezählt werden. Nach Ausscheidung all’. der bezeich- 
neten Formen aus den zuvor gezählten bleiben die »(s, n) 
gesuchten reducirten Formen übrig und folglich erhält man 
die Gleichung: 





vo, n)=rn +8) rd —N)+1 


E : ie 5 Pk 
Se 


= 





Nach der Dirichlet’schen Formel (29a) ist jedoch 


2s—1 


1 (45? Be a (As 


Dadurch vereinfacht sich die vorige Gleichung und nimmt die 
Gestalt an: 





2s—1 





(1113) yo, nn +8) —2 2 77%] [°F] 48 2 


a=l 
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Setzt man nun in den für »(O, ») und »(s, n) gefun- 
denen Formeln den asymptotischen Werth der Funktion r eın, 
so kommt, wenn zudem die Euler’sche Summenformel ange- 


wendet wird, bis auf Grössen von der Ordnung Yn genau 
1 c 
yv(O,n)=Zn(logn+2E—1) 


‚2 2 

v(s,n)=(n-+ s°) log + 3®—n-tB9- Ber 
wo 8 ein positiver echter Bruch ist. Wird ın der letztern 
dieser beiden Formeln s=1, 2,3, :-- IV: gesetzt und 
addirt, die Summe mittels der Euler’schen Summenformel 
durch ein Integral ersetzt, und endlich die erste Formel hinzu- 


gefügt, so entsteht die folgende Gleichung: 


Vi] Vi} 


2 v(s, n) Ei + n) log en ds + nlogn — x a 
0 





Durch partielle Integration aber lässt sich das Integral er- 
mitteln und man findet sodann bis auf Grössen von der 
Ordnung n genau 


[v2] 
> bs, n) — .. nr. 


Ganz analoge Betrachtungen können bezüglich der Funk- 
tion x(s, n) wiederholt werden und führen zu der entspre- 


chenden Formel: 
Vi 


ER 
Di x6, n) = 150, 
0 


und somit folgt nach (110) 
(112) Fr)—7 n®-+ H-n, 
wenn mit H eine Grösse bezeichnet wird, welche für jedes 


noch so grosse n unter einer angebbaren Grenze A, bleibt. Da 


4 
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aber die Gleichung (109) für jede ganze Zahl » besteht, so 


wird man, in Erinnerung an die Formel 


2-8 


und mittels des durch die Formel (7a) des 11. Abschnittes 
ausgesprochenen Umkehrungsprincipes die Formel 


[vr] 
(113) f(n) — = u) Fr 


erhalten, in welcher die Summation sich auf alle ungeraden 


Zahlen y <Yn erstreckt, d. i. nach Einsetzung des asympto- 
tischen Werthes der Funktion F 


[Vr] [vr] 
(114) AND —n% > em +N: > ee 
6 1 y" ni y“ 


oder auch gleich 


"ne [Vr] 
m 3% I : Dem 4 Be H 
(114a) EAN . - wre N’ +n- pe 


[Yrl+1 


Die erste dieser Summen ist gleich dem Unterschiede 
zwischen der über sämmtliche ganze Zahlen % erstreckten 


a @ 





Summe : e und der Summe an aber u(2h) ist 
Null, wenn h gerade, und gleich — u(h), wenn % ungerade 


ist, folglich wird 





I - a uk) 
%3 


d. i. nach (39b) des 3. Abschnittes kleiner als a 
2lyn]? 


zweite Glied also von der Ordnung Yn, die dritte Summe 
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endlich ist <H,- >) „., das dritte Glied also von der Ord- 
At 


nung n. Alles in allem ergiebt sich hiernach bis auf Grössen 
von der Ordnung n genau 


15). ee ee 


. 1 
9} 
iD 
il 


Da aber die Anzahl aller nicht äquivalenten eigentlich. 
primitiven reducirten Formen einer Determinante mit der An- 
zahl der Olassen für diese Determinante gleich ist, so stellt 
f(n) die summatorische Funktion für die Funktion HA (— n) 
vor und daher ergiebt sich aus der vorigen Formel in be- 
kannter Weise die nachstehende: 





(116) MH—-nN)—= —" ni" 
1 


welche, wenn 4 statt n geschrieben wird, mit der früheren 


(107) identisch ist. 


18. Die in den letzten Aufgaben angewandte Methode von 
Lipschitz war nur die Verallgemeinerung derjenigen, deren 
wir uns im 6. Abschnitte zur Bestimmung der mittleren An- 
zahl aller Darstellungen einer Zahl durch eine quadratische 
Form bedient haben. Dort haben wir gesehen, in wie innigem 
Zusammenhange diese Frage mit dem allgemeinen Dirichlet- 
schen Satze also auch mit der Theorie der Dirichlet’schen 
Reihen steht. Auf die Wichtigkeit der genannten Reihen auch 
für andere Probleme analoger Art hat bereits Dirichlet 
selbst hingewiesen”), und in der That sind seine frühesten 
Resultate über die mittleren Werthe zahlentheoretischer Funk- 
tionen durch direkte Verwendung derselben gewonnen wor- 


? 





*) In Crelle’s Journal Bd. 18, sur l’usage des series infinies dans 
la theorie des nombres, sagt er darüber: les nouvelles recherches (über 
die Classenanzahl) m’ont fait reconnaitre que la consideration des series 
de cette espece constitue une methode tres-feconde d’analyse ind6ter- 
minde eb qui s’applique & des questions tres-variees. 

. Bachmann, Analytischa Zahlentheorie. 30 
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den*®). Es heisst gewissermassen, den Kreislauf der Be- 
trachtungen, welchen dies Werk vorzüglich gewidmet ist, 
vollenden, wenn wir hier zum Schlusse nach den Angaben, 
welche Dirichlet über seine bezüglichen Arbeiten gemacht 
hat, für den Zusammenhang zwischen jenen Reihen 
und der Frage nach den mittleren Werthen zahlen- 
theoretischer Funktionen den Grund aufdecken. Wir 
finden denselben in dem allgemeinen Dedekind’schen 
Satze, den wir in Nr. 7 des 3. Abschnittes hergeleitet 
haben. In der That, bezeichnen wir, wenn f(n) irgend eine 
zahlentheoretische Funktion ist, durch R die unendliche Reihe 





| ,._Srm 
(117) el en 


und vergleichen sie mit der dortigen Reihe (21): 


so wird die daselbst mit M,„ bezeichnete Grösse: 


M, = 4,1 + %%-+ ::: + 6 
hier den Ausdruck haben: 
=D) + 4m) 
d. h. gleich der summatorischen Funktion F'(n) und 
M _ 2) | 
c NR 


n 


sein; ferner convergirt das Verhältniss 





KR. N ; it 
u == n+1 mit un- 
endlich wachsendem Index gegen die Einheit. Ist demnach 
für die Funktion /(n) ein Mittelwerth Mf(n) vorhanden, d.h. 
nähert sich nn mit unendlich wachsendem » einer bestimmten 


endlichen Grenze ®, so wird dasselbe gelten für die Ausdrücke 


14 77 
und 


n En +1 








und folglich wird dem angezogenen Satze zufolge 


*) 5. seine Note in den Monatsb. d. Berl. Ac. v. J. 1838. “ 
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Aa. lim. I ger eR=o 
sein. Hieraus erkennt man is, Satz: 

Ist die Reihe R nach Potenzen von og entwickelbar, 
so beginnt, falls M/(r) überhaupt vorhanden ist, 
diese Entwicklung mit der ersten negativen Potenz 
von o und Mf(n) ist gleich dem Üoefficienten der- 
selben. 

Unter diese Kategorie von Funktionen fällt z. B. die 
Funktion f(n), welche die Anzahl sämmtlicher Darstellungen 
einer Zahl » durch das Formensystem einer gegebenen Deter- 
minante ausdrückt, welche, wie wir- gesehen haben, einen end- 
lichen Mittelwerth hat. ‘In der That ist die wahre Bedeutung 
der Grundformel (G) und der Operationen, welche wir mit ihr 
vorgenommen haben, indem wir zur Rechten derselben die 
Grenzwerthe der Summen 





1 
BE +2bay+ey)1r? 


‚aufsuchten, nur diese: die Reihe (117) nach Potenzen von o zu 
entwickeln und den Üoefficienten der ersten negativen Potenz 
dieser Entwicklung zu ermitteln. 


F(n) 
N 





Aber in den meisten Fällen wächst zugleich mit n 


und ein Mittelwerth in dem angegebenen Sinne ist nicht vor- 
handen; man kann vielmehr nur nach einem asymptotischen 
Ausdrucke d.i. nach einer andern einfachen Funktion p(n) 
mit der summatorischen Funktion ® (n) fragen, für welche der 


Unterschied e az — mit unendlich wachsendem n die 


Null oder, was nur anf eine Aenderung von p(n) um eine 
additive Constante hinauskommt, eine Constante zur "Grenze 
hat. Ist p(n) eine solche asymptotische Funktion, 
und auch die Reihe. 


[0 >) 





. 


nach Pötenzen von e entwickelbar, so muss dem zuvor Ge- 


sagten zufolge nachstehende Entwicklung gelten: 
au 
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(119) Drazen — +0+00e+Ge+ ::, 


in welcher | 
(120) a—=M(fn) — pn) 
ist. | | 

Diese Bemerkungen reichen vollkommen aus, den Zu- 
sammenhang zu kennzeichnen, in welchem die Dirichlet’schen 
Reihen mit der Bestimmung der mittleren Funktionswerthe 
stehen. Sollten sie aber eine Methode charakterisiren 
zur wirklichen Ermittelung einer asymptotischen 
Funktion p(n), so wäre offenbar noch zu fragen, ob 
auch umgekehrt aus dem Bestehen einer Gleichung von der 
Form (119) auf (120) geschlossen oder, was auf dasselbe hin- 
auskommt, ob der Dedekind’sche Satz auch umgekehrt 
werden darf. Insoweit dies nicht nachweisbar ist, kann die 
angedeutete Methode nur als eine heuristische, als eine solche 
nämlich gelten, welche Funktionen p(n) an die Hand giebt, 
die asymptotische Funktionen für f(n) sein können, für 
welche aber streng genommen sodann noch zu beweisen ist, 
dass für den Unterschied f(r) — p(n) thatsächlich ein end- 
licher Mittelwerth vorhanden, ist. 

19. Zur Anwendung der Methode auf bestimmte Funk- 
tionen f(n) handelt es sich vorzugsweise um die Frage, auf 
welche Weise die Entwicklungen nach den Potenzen von _ zu 
gewinnen sind. Der Zusammenhang der verschiedensten zahlen- 
theoretischen Funktionen mit der Reihe | 


(121) U) or 


welchen wir im 11. Abschnitte festgestellt haben, weist uns in 
dieser Hinsicht vor allem auf die entsprechende Entwicklung 
von &(1+oe). Um dahin zu gelangen, gehen wir aus von 
‚der folgenden Formel: 

a en 20 og Sun). 1 el+o@+e) 1 
(! S re it er De nn 


die sich auch so schreiben lässt: 
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ei Wratı te N AH)... 1 
= } a aa ET user 


mind m 2 nete 2.3 nste 


Aus ihr erhält man, wenn man über n=2, 3,4, ... sum- 
mirt und beiderseits 1 hinzufügt 


Re ea. (1-+0)(2+0) a 
gel I Kuren 2 Dt 23 Ant 


Die Summen zur Rechten, von der zweiten an gezählt, sind 
stetige Funktionen der positiven Veränderlichen e, welche für 
oe= 0 endliche Werthe erhalten; denkt man sich also alle 
Glieder zur Rechten vom zweiten an nach den Potenzen von @ 
entwickelt, so wird keine negative Potenz auftreten, das von 0 
freie Glied aber gleich 


{0} {02} 
1 1 1 1 
32 „+32 mi Ag 


sein, die vorige Gleichung erhält also folgende Gestalt: 











I ı 1 
erde 000 oe+ (,0?-+ - 


& an 
1 1 1 1 
Y — — — _— — — 0 — 1000 2 
Gl 2 > N? 3 n? 
2 23 
ist. Dass der unendliche Ausdruck dieses Coefficienten (Ü con- 


vergirt, ersieht man sogleich aus der Schlussnummer des 4. 
Abschnitts; man darf ihn daher auch folgendermassen schreiben: 


1 Ile at) rel) 


Nimmt man, hier zunächst die endliche Summe 


14% (4 +1s(1-4) 
31 + log (n — 1) — log n) -S1 — logm, 


wofür nach der Euler’schen Summenformel auch 
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NR 

ee Dame 
gesetzt werden darf, und lässt nun m unendlich wachsen, so 
zeigt sich die Uebereinstimmung des Coefficienten Ü mit der 
Euler’schen Constanten E und man erhält folgende funda- 
‚mentale Gleichung: 


[9] 


1 1 } BR, 
(122) Ian stEttetGete, 
1 


in welcher die Werthe der Constanten C,, C,, ... uns hier 

nicht weiter interessiren. ' | 
Unmittelbar folgt "hieraus durch Differenzirung der für _ 

jedes positive o stetigen Funktion nach g die fernere Gleichung: 


: Slogn 1 
(123) ee lt 





20. Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir nun zu- 
nächst noch einmal die Funktion 7(n), welche die Anzahl 
aller Theiler von n bezeichnet und deren summatorische 
Funktion r(n) genannt worden ist. Nach (39) des 11. Ab- 
schnitts ist | 


\ T(n A AR, 
: er le 2) 


d. i. mit Rücksicht auf (122) 


‘ I E 1 77 1 D Y 
a2) VIR—-H+2E1+E+2GH... 
. il 





und folglich wegen (123) 





< T(n) — log n ml 3 : 
> er ee 


Diese Gleichung charakterisirt nach der vorausgeschickten 
Methode logn als eine — möglicherweise — asymptotische 
Funktion für 7’(n), sodass 


M(T (m) — log n) u) 


oder asymptotisch 
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z(n)=log1l-2.3.:-n+2En 
.d. ı. nach der Stirling’schen Formel 
1 e 
ein) — (n 1 ) lesn RE —1)n 


ist, eine Gleichung, die mit Gl. (40) bis auf die Ordnung der 
vernachlässisten Glieder in Uebereinstimmung ist und durch 
sie ihre Bestätigung erhält. 

Wir haben ferner in Nr. 6 des 11. Abschnitts die Be- 
ziehung aufgestellt 


o o [0/2] 
T (n) P(n) >» IE 
gi = . une 
(125) - n„!te n „ite - wt?2 0? 


in welcher P(n) = 2&() die Anzahl der Zerlegungen von » in 
“ zwei relative Primfaktoren bezeichnet. Nun convergirt der 











. . 2 .. 
zweite Faktor rechts mit o=0 gegen ni während ıtach (124) 
BIER 
lim. oe? ———l 
0=0 9 1 n!t 


ist; somit findet sich aus der voraufgehenden Gleichung 


oder 
P(n a | 1 5 | 
a at Pte rteH Ka 


Andererseits kann man schreiben 


, je 3} ; [0 +) . [0 0] 
ur Et en Li . e 22 log n Bo L — 2o SHORe -F ca 
> n2t20 > n? > n? > n? 
1 1 N! 1 j 


—-—7 —2F.o+::. 
Hierdurch nimmt die Gleichung (125) die Gestalt an 
1 |; Gone: 1 m” 
ar 2 ee a — Te RER Baal ı= nie ne Y ... 
2 se: e art wa )G 2Fe+ ) 


‘di. gleich 
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1 n? 12 el 1 
a er 
woraus sich | 
pe m DAT 12 F 


also 


und schliesslich 


P(n) 6 


2 < ER 1 6 h 
(125) meia4t+s (28 + 








u 


2 


= e 


ergiebt. In Verbindung mit (123) findet 'man folglich 


& Plan 





S( ee 


1 
Die obige Methode führt demnach zu dem Ansatze 


Mi (Po) = Z log n) = % (er ne = 


d. i., weil 


10g1:2.3--n=logn—1+z-logn:-- 





ist, mit Vernachlässigung des letztern Gliedes, asymptotisch 


z(n) = (log n-+2E = a. 





Diese Formel erhält ihre lee Alert die Gleichung 
(68) oder (70), mit der sie, abgesehen von dem angemerkten 
Grade der Annäherung, vollkommen identisch ist. 


21. Um diesen früheren Beispielen nun aber auch noch 


ein neues, bisher nicht behandeltes hinzuzufügen, suchen wir mit - 


Dirichlet die mittlere Anzahl der Geschlechter quadratischer 
Formen einer gegebenen Determinante . 


Nach der Formel (26) des 9. Abschnittes: 
G(D) — )ö+0—1 


und nach den zugehörigen Auseinandersetzungen in Nr. 1 des- 


selben findet sich sogleich, dass, je nachdem n die Form hat 


(126) n=8%k, n=8k+4, n=4k+2, n=4k-+1,n=4k-+35, 


ee 
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die Funktion @ für negative Determinanten — rn durch die 


Formeln 


(127) G(—n)= Pin), 6 - = Pin), G- n)=, Pn), 
G(— Al = P(n), G(—-n)= 3 P(n) 


resp., dagegen für positive (nicht quadratische) Deteiminanten n 
beziehungsweise durch die Formeln 


(128) 6 + )= Pin), 6 +n)=z Pin), 6 +n)—=+PAn), 


+) P(n), G(+n)= P(n) 


bestimmt ist. Hieraus leiten sich ohne Mühe für eine nega- 
tive Determinante die folgenden Gleichungen her, in denen 
zur Abkürzung 


| (1% 
(129) U (5) on 4(5 ) a 


gesetzt ist: 





16-81) Be 0) 
(8%)° Bis br (28) 








1 





S1G-S-9) _1 WO 
(8% + 4)° 2» 928) 

















(130) I STEH 1,00 
(46 +2)’ 2° Y(2s) 
TE) _1 POHL 
(4641) E % (25) 


TE-Ak-3) 1 WO 


I o un+a% 4 %.(2 8) 





Es wird genügen, eine oder die andere dieser. Formeln 
zu bestätigen. Hierzu bemerke man, dass 


»o-(2 a) re Io —- 1)’ | 
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eine Doppelsumme ist, welche, wenn alle Glieder vereinigt 
werden, für welche (2%+1)(2%’ +1) dieselbe ungerade Zahl 
y ist, sich in Gestalt der einfachen Summe 


(131) MO 
. i£ } 


schreiben lässt, in welcher über alle positiven ungeraden Zahlen 
.y Zu summiren ist. Gleicherweise findet man, da 





vi 
FA ne . (12 
(25 + IieE (2%’ +1)? j y’ 


“ gesetzt werden darf, 
wat 
(—1) 2 T() 
x) nn 
Y. 


Daraus folgt. weiter 


a EI Re EN EN 
(132) = (9 (s) + 269) Teer 
und | 

28 ER I T(4k+ 3 
(133) Pr O-20) Ze 


‚ ei (46-3) 
Endlich ıst 





; 1 
a) 
mn 


Wird hiernach die vorletzte der Gleichungen (130), ın 
welcher nach (127) 


G(—4k— 1) = pührı) 


zu setzen ist, mit Y(2s) multiplieirt, so erhält man zur Linken 


die Doppelsumme 
Pak+1) 


= (A641) (y9° 
welche, wenn diejenigen Glieder vereint werden, in denen 
(4% + 1)y? derselben Zahl, welche die Form 4h + 1 haben 


muss, gleich wird, auch als einfache Summe: 


[e +) 


De 
(4h +1)° 


0, 


* 
ec a 
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geschrieben ‘werden kann, in welcher der Coefficient Cir+ı 
gleich der über alle quadratischen Theiler y„ von 4h-+1 


ausgedehnten Summe . 
/ 
2 p (= ) a ) i 


d. i. nach (49a) des 11. Abschnittes gleich T(4h +1) ist. 
Die Vergleichung mit (132) bestätigt dann die vorletzte der 
Gleichungen (130). — Wird die letzte auf gleiche Weise be- 
handelt, so entsteht links die Doppelsumme 


1.51 Par-+3) EIS Oynt3 
Re 


wenn gesetzt wird 


Cars =D Pl) TR +3), 
= 


EREY 

















und die Vergleichung mit .(133) bestätigt die letzte der 
Formeln (130). 

Um noch die mittlere derselben zu beweisen, multipliciren 
wir sie wieder mit »(2s) und erhalten, da 


PA4k+2)=2:-P(?2k +1) 
ist, links die Doppelsumme 
I P@k+ 1) 
"7 ARD” 
welche sogleich in die Gestalt der einfachen 


1, SITen+N) _ 
} 2° @R+1? 
übergeführt werden kann. U. s!w. — 
Für positive (nicht quadratische) Determinanten gelten 
die Formeln (130) aus denselben Gründen, nur dass statt 


@&(—n) eben die Funktion G(n) zu setzen und die Faktoren 


= - auf den rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen 


mit einander zu vertauschen sınd. 
Dies vorausgeschickt, betrachten wir nun, indem wir 
—1-+o setzen, z. B. ‘die vorletzte der Gleichungen (130) 
in der folgenden Gestalt: | 


aa 
6) 
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n u | o GAk—1) _ 1 (941. SA 
1 I re Ze Tr HOF). 
Ohne Mühe bestätigt man die Beziehung 


v9) (1- )8@ 








also 
1 E 
Yy(l-+e) —(1 gr zero). (1-4) 
d. h. 
N 1 1 DIZESERT ı 7 4 
vd+9—lg+zelg2-- )S+E+-) 
SEE E+log2 | 
also | 
1 Rn loe2 1 
Pitt te 
Andererseits ist 
Ben, 
ı1+o0= 
IH: k+1)!r8 
gleich 








[e') k ” 
De 1)" . e-elog@k-+H1) — > ( oe. > a AR 
2k +1 2k+1 2k+1 2 
0 
wo die einzelnen Summen zur Rechten sämmtlich convergiren 


also endliche Werthe haben, die erste den Werth ni; man 
darf also setzen 
iU+9)=-7—(le+-, 
wo 
y (— 1)" log (@k +1) 
ar Ze» 2k-+1 2 
folglich 


ee 


Und demnach nimmt die rechte Seite der Gleiehung u, 
die Gestalt an: 





1 E+log2 1 
er a 


Die mittleren Werthe zahlentheoretischer Funktionen. ATT 


und zeigt, dass die Entwicklung auch der linken Seite nach 
Potenzen von e, oder, weil der erste Faktor links ersichtlich 
eine stetige Funktion der positiven Veränderlichen eo ist, 
welcher für o=0 der endliche Werth 


je) 
> 1 3 0% 
nu IT m — = == — 
(ak? A 2) 
zukommt, die Entwicklung auch des zweiten Faktörs nach 
ER i 1 
Potenzen von oe mit der zweiten negativen Potenz x be- 
. ginnt. Ist 


A B 
era 


diese Entwicklung, so geht die Gleichung (134), da 


[0 .) oa 


1 a an x log @k+1) , |, 
en arte = 2 6) 29 (2k + 1)? bi: 


v 0 





gesetzt”werden kann, wo unschwer 











(2 k)* 4 21.29 


log(@k+1) Dat oglaR) 3 
@&--1)? m? a 


gefunden wird, in die folgende über: 
2 3F 7er: A B 
en; > ke) oa at G,+ Ge E 


ee] E + log 2 
en a 





1 


aus welcher .sich für die Coefficienten A, DB diese Werthe 
ergeben: | 


A—z, B=ZBE+SF+S 1082). 


Nun setze man f(n)=G(—n), wenn die ganze Zahl n 
die Form 4k +1 hat, dagegen f(n)—0 für alle andern 
Werthe von n; dann geht aus dem Vorstehenden folgende 
Gleichung hervor: 





1 1 1 Sm A 1 
An zatzl@E+SF+ 3 182) + 


und diese giebt in Verbindung mit (125) 
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fm Pn , 
SOG rn ie 


1* 





Nach Diriechlet setzen wir demnach 
1 4 , 
M (f(n) Ber = P(n)) gs log 2 
oder, wenn wir das Mittel 


FUHLYH- +) ; 


ur 





mit Mf(n) bezeichnen, asymptotisch 
1 
Mf(n) as (1og n er 2E — ‚Kt = Ss: - 108 2). 


Bedenkt man nun, dass unter den 8% Zahlen 1, 2,3,... 8 
nur 2h solche von der Form 4% +1 vorhanden m so Ft 
sıch sogleich 

Mf(n)—=7MG(—4k—1) 2 
und folglich 

MG(—46— 1) S(logn + 2E—1 ea 510g 2) 

oder . 
(135) MG(-4-D=-S(N- 142 1082), 


wenn zur Abkürzung gesetzt wird 


EB ge SER 





Durch ganz analoge a findet man aus den 
übrigen der Formeln (130) die folgenden entsprechenden Re- 





sultate: 
MG(—46—) = (N —1+ 510g?) 
IMG (-— 8%) [v1 eo 
(135) j | | 


(N 
|M6- 833 -9-5(N—-1- 2.182) 
A 


Da aber unter den Zahlen 1,2,3,...8h die Anzahl der 
Zahlen von den Formen (126) resp. gleich 
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h, h, 2h, 2h, 2h 
ist, so wird, wenn man die Gleichheit beachtet: 


GENLEENE.+ECEN) 














8h 
1 2G(—8k 142G = 4 1 ‚260 Ak—2 
BL zo | 1 Soc mon, 3 zaru- 
1 zen, 1 1 Z6(—4k—3) 
4 ah 2h I 
wo die einzelnen Summen sıch über sämmtliche Zahlen der 
Reihe 1, 2, 3, ... 8b von der angegebenen Linearform be- 


ziehen, deren Anzahl im Nenner steht, offenbar der mittlere 
Werth der Anzahl der Geschlechter überhaupt bei 


Formen von negativer Determinante gleich 
# 1 r 1 
ma 55) 75 MG(—-8k— 4) a I 72) 


+ MG (—4k—1) + ZMG(— 4b—3) 


d. h. gleich 


=(N—1- 4.182). 


Hieraus folgt in bekannter Weise 
(136) MG(- = (N — + log2). 


Da bei positiven Determinanten keine Aenderung weiter 
eintritt, als dass der erste und zweite der gefundenen Aus- 
drücke (135) sich mit einander vertauschen, solche Vertauschung 
in der Schlussbereehnung-aber ohne Einfluss ist, so wird 
man für die mittlere Anzahl der Geschlechter quadra- 
tischer Formen auch einer positiven (nicht quadra- 
tischen) Determinante den gleichen Werth finden, 
wenn man annehmen darf, dass die Vernachlässigung 
der quadratischen Determinanten der unendlich viel 
grösseren Menge der nicht quadratischen gegenüber 
bei der Bestimmung des mittleren Werthes ohne merk- 
lichen Einfluss ist. 

Die so gewonnenen Resultate hat übrigens Dirichlet 
auch mittels einer geeigneten Abänderung dest in ENTE 
skizzirten Verfahrens gefunden und dadurch die Ergebnisse 
der letztentwickelten Methode bestätigt. 
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22. Die Dirichlet’sche Reihe 
(137) JO 


welche einer gegebenen zahlentheoretischen Funktion f (n) ent- 
spricht, hängt mit ihren analytischen Eigenschaften von der 
Beschaffenheit eben dieser Funktion offenbar ab und könnte 
so als eine Funktion nicht blos von der Veränderlichen s, 
sondern auch von f(n) aufgefasst werden. Die voraufgehenden 
Betrachtungen haben ausreichend gezeigt, wie umgekehrt der 
mittlere Werth von /(n) von der analytischen Beschaffenheit 
der Funktion F'(s) bedingt wird, und haben so die selbstver- 
ständliche Thatsache, dass auch umgekehrt f(n) als abhängig 
von F'(s) aufzufassen ist, in helles Licht gesetzt. Dies führt 
naturgemäss zu der Aufgabe, den Ausdruck der Funktion f(r) 
mittels der Funktion F'(s) zu finden und sie auf solche Weise 
in analytischer Gestalt darzustellen. Eine einfache Ueberlegung 
wird genügen, eine Lösung dieser Aufgabe zu finden. 

Wir wollen dabei unter 6 einen gegebenen positiven 
Werth verstehen und voraussetzen, die Reihe (137) sei nur 
für alle s convergent, deren reeller Bestandtheil gleich oder 
erösser ist als o. Ist dann & ein positiver Werth und a>o, 
so dürfen wir den Ausdruck | 

x” F(s) 
„Er 








über die Ordinate s= a — ©: bis s=a +4 © - { integriren 
und wollen setzen 


a-+tw»i ar®i 
(138) I) ;I- N v6) d Io = DL @ @ )- dlogs. 


Vergleichen wir dies Integral mit dem Integrale (60) des 
7. Abschnitts, so erkennen wir sogleich, dass das allgemeine 
Glied der Summe den Werth f(n) oder 0 hat, je nachdem 
x>n oder <n ist, während es = f(n) gleich ist, wenn & 
den ganzzahligen Werth » hat. Hieraus entsteht folgende 
. Gleichung: 


139) J)- FÜ + HF) +: traf], 


“ 
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1 : ° . 
wo4A=-— oder A=]1 ist, je nachdem x einen ganz- 


zahligen Werth hat oder nicht. Vermittelst derselben 
aber findet sich die gesuchte Umkehrung in der Formel 


(140) fa) =J(n +09) — J(n —0). 

Eine andere Art, f(n) analytisch mittels F'(s) darzustellen, 
findet sich in Cantor’s Notiz: Zur Theorie der zahlentheore- 
tischen Funktionen, Mathem. Annalen Bd. 16 p. 587, die hier 
gegebene Formel bei Halphen*), der sie benutzt hat, 
um auf eine andere Weise, als wir bisher betrachtet 
haben, die mittleren Werthe zahlentheoretischer 
Funktionen aus den Dirichlet’schen Reihen zu er- 
halten. 

Denken wir uns nämlich, die Funktion 7'(s), welche 
durch die Formel (137) nur für diejenigen Punkte der Ebene 
der complexen Veränderlichen definirt ist, die zur Rechten 
der Ordinate s= 6 liegen, könne nach links hin stetig fort- 
gesetzt werden und sei auf solche Weise für die Ordinate 
s=b<.a bestimmt, so wollen wir setzen 

bH-»i 
(141) Ka); | @F()dlog °F 
b—@i 
x F (s) 


b setzen wir als positiv voraus. Hat nun die Funktion Sera 


oder, was nach den getroffenen Festsetzungen dasselbe besagt, 
die Funktion F'(s) in dem Stücke der Ebene, welches zwischen 
den Ordinaten s=Db und s=a liegt, keine andern Unstetig- 
keitspunkte als Pole, und können zudem bei einer Integration 
um die Begrenzung dieses Stücks die im Unendlichen gelegenen 
Wegstücke vernachlässigt werden, so liefert der allgemeine 
Cauchy’sche Satz die Beziehung 


(142) I) — Ka) + Rp), 


wo die Summation über sämmtliche Pole s=p zwischen 
jenen Ordinaten erstreckt werden muss und R(p) das dem 
Pole p entsprechende Residuum ist. Setzt man 


*, Halphen, sur l’approximation des sommes de fonetions num&- 
rigques, in Comptes Rendus 96 p. 634. 
Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 31 
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F(8) \_ 
EEE, Staat Ale 





+90 


a IT he OR 2 (1 +(s—p) log x er — p)? 2 
so findet sich R(p) von der Gestalt 
(143) Rp)=ar(P, log "1x2 Blog"? 2 2.26 


wo Pı, Pa, --- Pu unabhängig sind von «. 


2 
IX 


2,1.) 





Unter der Voraussetzung also, dass für unendlich grosse 
Werthe von x die Funktion X (x) von geringerer Ordnung ist 
als die Potenzen x?, stellt sich aus (142) sofort folgendes 
asymptotische Gesetz für J(x) d. i. für die summatorische 
Funktion von f(n) heraus: 


a) FOWAHFYHLB+ +fal= IR) 


p 

Wir machen mit Halphen hiervon die Anwendung 
auf die Funktion f(n)=p(n), für welche die Gleichung 
(137) nach Formel (41) des 11. Abschnitts die Gestalt annimmt: 


wobei der reelle Bestandtheil von s grösser als 2 vorausgesetzt 
werden muss; daher setzen wir hier c6=2. Da die Funktion 
&(s) in der nach Riemann angegebenen Weise auch für 
Werthe von s, deren reeller Bestandtheil kleiner als 1 ist, 
definirt ist, nach den Eigenschaften der Funktion &(s) aber 
in dem Flächenstück zwischen den Ordinaten s=1 und sa 
für die Funktion F'(s) nur der eine Pol s=2 erster Ordnung 
enthalten ist, so giebt uns die Formel (144), wenn wir b 
zwischen 1 und 2 wählen, die Gleichung 


EN +FIEA+IB) + +plkl=K(2) 
d.h., da 


[ge —) el 3%? 

oe G co © DE -) 20) m 

gefunden wird, in Uebereinstimmung mit (62) das Resultat 
3x? 

15) PED+IWM)HIA)+ +Hel=T 


sobald wir nachweisen können 
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erstens, dass bei der Integration die unendlich entfernten 
Wegstrecken vernachlässigt werden können, 
zweitens, dass X (x) von geringerer Ordnung ist als #?. 


Um das erstere zu zeigen, führen wir die Funktion 


= —_ mol 
29-3 
1 


ein, welche für jeden Werth von s, dessen reeller Bestandtheil 
positiv ist, durch diese alsdann convergente Reihe definirt 
und von welcher schon in Nr. (8) des 11. Abschnitts bemerkt 
worden ist, dass 





Di) Zi) ll 27) 
ist. Setzt man nämlich dann 
06-1) 
5 (8) 
so lässt sich offenbar F,(s) für jedes s in dem angegebenen 
Flächenstücke in eine Reihe von der Gestalt (137) entwickeln, 
und wenn wir 


(146) F6&)= ae 2), 


at»i 
1 
Il) = = 270 d log s 
d-r@i 
K,() = el x F,(s) d log s 
b—n@i 


setzen, so wird deshalb 


Ko) A). 


En innerhalb des F lächenstücks 


Da ferner die Funktion 
keinen Unstetigkeitspunkt hat, so folgt nach dieser Gleichung 
aus dem allgemeinen Satze von Cauchy, dass bei der Inte- 
gration um das Flächenstück zwischen den Ordinaten s= b 
und s=a die unendlich fernen Wegstücke einen Integral- 
bestandtheil liefern, der Null ist. Diese für die Funktion F\ (s) 
geltende Thatsache wird sich, da nach (146) im Unendlichen 
die Funktionen F(s) und F\,(s) übereinstimmen, auch auf die 
Funktion F'(s) übertragen. 

31* 
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Zweitens folgt nach dieser selben Formel und weil 
ET > 26—2)k 
k=1 
gesetzt werden kann, wenn der reelle Bestandtheil von s 
kleiner als 2 ist, die Beziehung 


62) ; | 
(147) K(&) — ee 3 Ku (2a) 


d. h. die Entwicklung von KX(x) in eine convergente Reihe. 
Theilen wir diese Reihe in einen anfänglichen Theil A, der 
die ersten m — 1 Glieder umfasst, und den Rest R, so wird 


1 1 
R = nk (297) 1 mr Lu (u + I 


oder, wenn 2”x—= & gesetzt wird, 


R-Z(KO+-KRH+:-) 


und folglich auch 


RB 1 1 
3: (ROH TERH+--), 
wenn m hinreichend gross gedacht wird, beliebig klein sein 


und, da = bei unendlich wachsendem x ebenfalls beliebig 
K (x) 


ze 





klein wird, gilt schliesslich dasselbe auch für 


Dieser Beweis des zweiten Punktes scheint uns insofern 
nicht völlig überzeugend, als der letzte Schluss kaum anders 
zulässig ist, als wenn die Reihe (147) gleichmässig für 
jedes «& convergirt, was nicht ‘nachgewiesen ist. — 

Hiermit haben wir die wichtigsten Forschungen über die 
mittleren Werthe zahlentheoretischer Funktionen innerhalb 
der diesem Werke gesetzten Grenzen berührt und damit 
unsere Darstellung der analytischen Zahlentheorie überhaupt 
vollendet. 


Zusätze. 


Zu Nr. 1 des 2. Abschnittes. 

Bei der Betrachtung des Binomialcoefficienten ist der 
bekannte Ausdruck desselben der Kürze wegen der Combi- 
nationslehre entlehnt worden. Aber auch dieser ergiebt sich 
auf analytischem Wege, wenn man durch Multiplikation 
der Formel 8. 14 2.1 mit 1-+z folgende Gleichung her- 
stellt: 

ee gene Tg 


—-(i+9J(l+Ols+l&2+... +0%n) 

aus welcher die Recursionsformel 
On = lm + Ca 
und aus ihr mittels des allgemeinen Inductionsverfahrens in 


der That der dort gegebene Ausdruck für C/, sich ergiebt. 
S. zu diesem Abschnitte auch Vahlen, Beiträge zu einer 
additiven Zahlentheorie, im Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 112. 


Zu Nr. 7 des 3. Abschnittes. 


Die hier entwickelten Dedekind’schen Sätze werden von 
uns nur zur Herleitung des Dirichlet’schen Satzes in Nr. 8 
sowie später im 13. Abschnitte benutzt; für diese Anwen- 
dungen dürfen die Üoefficienten a, als reell angesehen werden. 
Jedoch haben jene Sätze auch im Falle complexer a, ihre 
Giltigkeit und die Betrachtungen, durch welche wir sie her- 
geleitet haben, bestehen allgemein, wenn man sich nur erlaubt, 
von einer Grösse « + ßi zu sagen, sie liege zwischen a + bi 
und a’ + b’i, wenn « zwischen a, a’ und ß zwischen Db, b’ 
enthalten ist; demgemäss ist dann unter dem Mittelwerth einer 
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Reihe complexer Werthe ein Werth zu verstehen, dessen reeller 
und imaginärer Bestandtheil ein Mittelwerth der reellen resp. 
imaginären Bestandtheile jener Werthe ist; und unter dem 
Zeichen 6 ist ein complexer Werth 6° +06”: mit positiven 
Elementen zu denken, welche grösser sind als der numerische 
Werth des reellen Bestandtheils resp. des Coefficienten von i 
in der Differenz & — -- _- 

Zu Nr. 4 des 7. Abschnittes habe ich hinzuweisen 
auf die mir erst nachträglich bekannt gewordene Note von 
Kronecker: über die Dirichlet’sche Methode der Werth- 
bestimmung der Gaussischen Reihen, in den Hamburger Mit- 
theilungen II, 32—36. 


Zu Nr. 7 des 7. Abschnittes. 
Wir haben das Kronecker’sche Symbol ae ee in 


etwas anderem Sinne. gebraucht, als Kronecker selbst es 
gethan hat. Letzterer definirt es durch die Gleichung 


er. 2n—l1l 


Ber 


0 








Da man nun für diese Summe auch schreiben darf 


-) 
n 


n—1 


( „‚mri 
De 


0 





und 


mai mai ; 


est? — emnni, Fi 





N 


ist, leuchtet sogleich ein, dass das Kronach sche Syinbel 
(= en) N 


N 





ist, wenn m, n ungerade sind, dagegen den von uns ange- 
wendeten Sınn hat, nämlich 
n—1 


(2) in Her 


ist, wenn wenigstens eine der Zahlen m, n gerade ist. 
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Hieraus ist Folgendes zu schliessen: Wenn der rationale, 
rein imaginäre Werth e, auf die einfachste Benennung mit 


positivem Nenner gebracht, oe = - ist, so wird die Formel 


(38) 8. 161, so oft m (oder auch n) gerade ist, für e= 2 


N 
erfüllt, gleichviel, in welchem Sinne man das Symbol @ nimmt; 


f R 5 e Mi 
sind dagegen m und n ungerade, so ist diese Formel für e = mi 


bei unserer Wahl desselben unerwiesen, bei der Kronecker- 
schen aber illusorisch, denn bei dieser sind dann auf ihrer 
linken Seite Zähler wie Nenner gleich Null. — 


Zu Seite 203 bemerke man Hacks: über die Classen- 
anzahl der zu einer negativen Determinante — q gehörigen 
eigentlich primitiven quadratischen Formen, wo q eine Prim- 
zahl von der Form 4n + 3 ist, Acta Mathem. Bd..14. 


Zu Nr. 8 des 12. Abschnittes. 


Diese Nr. bedarf der berichtigenden Anmerkung, dass der 
dort ausgesprochene Satz von Tschebischeff allgemeiner so 
gefasst worden ist: Wenn f(x) eine Funktion der reellen 
Veränderlichen & ist, die für jedes über einen posi- 
tiven Werth hinausliegende & positiv bleibt, so ist 
u.8s. w. Der Beweis ergiebt sich durch eine leichte Modi- 
fikation unseres Verfahrens. 


Zu Nr. 9—11 des 12. Abschnittes. 


Leider erst während des Druckes dieses Abschnittes wurde 
ich mit der Habilitationsschrift von A. Pıiltz: über die Häufig- 
keit der Primzahlen in arithmetischen Progressionen und über 
verwandte Gesetze, Jena 1884, bekannt gemacht, von der ich 
gern mehr Gebrauch gemacht hätte, als es hier noch thunlich 
ist. Indem Piltz dem Gedankengange der Riemann’schen 
Arbeit über die Anzahl der Primzahlen tiefer nachspürt, ent- 
wickelt er daraus ein allgemeines Princip, durch welches es 
möglich werde, die asymptotischen Gesetze zahlentheoretischer 
Funktionen vollständiger zu ermitteln, als es bisher geschah, 
indem es verstatte, auch ihre periodischen Schwankungen zum 
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Ausdruck zu bringen. Dies Princip lässt sich folgendermassen 
aussprechen, wenn wir von gewissen näheren Bestimmungen, 
welche dabei zu beachten sind, der Kürze wegen hier absehen: 


Sei 
(1) Fo)—) 


n—=1 


für alle s, deren reeller Bestandtheil grösser ist, als eine 
gewisse Grösse 0, convergent, und F'(s) in eine Summe zerlegt: 


(2) FRE) TB Emo 


deren einzelne Glieder sich in der Form bestimmter Integrale: 


9) F'„(s) (1 (2ER 


darstellen lassen. Dann ist für jeden Werth von s 


n<x 2 
a 
(4) DI |Im@aan. 
nt n m ıq 
Dies allgemeine Princip bestätigt Piltz — von einem 
einfachen, weniger interessanten Falle abgesehen — vornehm- 


lich an demjenigen der Häufigkeit der Primzahlen. Er führt 
zunächst die Funktion &(s) auf die folgende: „ 


BE )-Et+e + ++ Y +, 


in welcher z positiv vorausgesetzt wird, und welche für jedes s, 
dessen reeller Bestandtheil kleiner als — 1 ist, durch diese 
Gleichung definirt wird, zurück: 
&(—-)— Bl, 9); 

offenbar kommt auf diese neue Funktion auch die S. 341 
mit &(s, a, m) bezeichnete zurück. Anders als es für letztere 
geschehen ist, erweitert Piltz die Bedeutung der Funktion 
B(z, s), sodass sie für alle s gilt, deren reeller Bestandtheil 
kleiner ist, als eine beliebige positive ganze Zahl. Indem er 
dann diese so bestimmte Funktion B(z, s) in eine für das 
Intervall z2= 0 bis 2=1 giltige Fourier’sche Reihe ent- 
wickelt, erhält er eine Formel, welche den Riemann’schen 


EEE 
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Satz 8. 350 über die Funktion &(s) als speciellen Fall in sich 
schliesst. Aus diesem Satze leitet er, auf die Riemann’schen 
Andeutungen sich stützend, deren Dunkelheit freilich auch 
noch nicht völlig erhellt wird, die Null- und Unendlichkeits- 
stellen der Funktion &(s) her, stellt darauf 


F()= — Een d. i. die Summe N j 





in welcher 9” alle positive Primzahlpotenzen anzunehmen hat, 
in ders«Form (2) dar und weist die Richtigkeit seines Prineipes 
d. i. die entsprechende Formel (4) für diesen Fall nach. Durch 
Integration nach s von s bis oo erhält er daraus einen für 
jedes s giltigen Ausdruck für die Summe 


1 
— ME, (pr =) 


m 


und, indem dann s=0 gesetzt wird, die Riemann’schen 
Formeln betreffend die Anzahl der Primzahlen unterhalb: x; 
es findet sich hierbei, dass die Gonstante Ü in unserer Formel 
(67) 8. 396, welche Riemann irrthümlich angegeben hat, den 


„Verth log = hat. 


Von dem weiteren Inhalte der Abhandlung, welche sich 
andeutungsweise noch über andere ähnliche Probleme, insbe- 
sondere über die Vertheilung der Primzahlen in arithmetischen 
Progressionen verbreitet, sei hier nur noch erwähnt, dass die 
Untersuchung der letzteren in dem besonders einfachen Falle, 
wo die Differenz der Progression eine ungerade Primzahl q 
ist, auf die Funktion 


Eis} v) DA grindn , ns 
1 


zu gründen ist, in welcher v eine ganze reelle Zahl, = e’”", 
und für » alle durch 9 nicht theilbaren positiven ganzen Zahlen 
zu setzen sind, eine Funktion, welche in naher Beziehung zu 
der auf S. 347 mit F'(s, D) bezeichneten steht, durch die 
Formel 


2ri 


a—1 


le 5; v) re nn B S, s) 
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auf die Funktion D(z, s) zurückkommt und daher eine gleiche 
Behandlung gestattet, wie die Funktion $(s). Uebrigens ge- 
hört sie zu denjenigen, welche auch von Lipschitz in der 
S. 540 angeführten Abhandlung untersucht worden sind. 

Endlich zeigt Piltz nebenbei, dass der S. 51 erwähnte, 
von Legendre behauptete Satz nicht richtig ist, vielmehr 
schon aufhört zu gelten, wenn k=[17 also p. = 19 gewählt 
wird. In der That, werden die 8 Primzahlen 3, 5, 7, 11, 13, 
17, 19, 23 als die gegebenen angesehen, so ist z. B. von den 
19 aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen 


von 140 722 143 bis 140 722 779 


jede durch wenigstens eine jener Primzahlen theilbar. — 


S. zu diesem Abschnitte u. a. noch 


Poincare, sur la distribution des nombres premiers, 
Ö. R. 113 p. 819; Lorenz, analytiske Undersögelser over 
Primtalmängderne, Kjöb. Skrift. (6); auch die leider russisch 
geschriebene und mir deshalb unzugängliche Arbeit von 
Preobraschensky, das Princip der Knotenpunkte, Kasan 
Ges. 7. | - 


Zum 13. Abschnitte, Formel (29a). 


In den soeben ausgegebenen Mittheilungen der Mathem. 
Gesellschaft in Hamburg, Bd. IH Nr. 4 findet sich eine Arbeit 
von E. Busche: über die Anzahl aller Theiler der Zahlen 
von 1 bis n. In derselben wird ein geometrisches Princip 
verwendet, um Theileranzahlen zu ermitteln. Man denke näm- 
lich eine Ebene durch die rechtwinkligen Coordinatenaxen und 
die Parallelen zu denselben, welche den Abstand 1 von einander 
haben, in Quadrate zerlegt; die Netzpunkte dieser Zerlegung 
mögen die ganzzahligen Punkte der Ebene heissen. Zieht 
man dann vom Anfangspunkte durch die ganzzahligen Punkte 
mit positiver Abscisse und mit der Ordinate + 1 Strahlen, 
so werden die auf letzteren liegenden ganzzahligen Punkte 
Theilerpunkte genannt, denn die Ordinaten derjenigen von 
ihnen, welche auf die durch den ganzzahligen Punkt (n, 0) 
gehende Senkrechte zur x-Axe fallen, sind die verschiedenen 
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Theiler von n. Die Theilerpunktebene kann nun als eine Ab- 
bildung der gewöhnlichen xy-Ebene aufgefasst werden, ver- 
mittelt durch die Gleichungen 


“=ay, y=y, 


wo &,y‘ jeden Punkt der Theilerpunktebene bedeutet; den 
sanzzahligen Punkten der xy-Ebene entsprechen die Theiler- 
punkte der «’y’-Ebene. Denkt man sich dann die Theiler der 
aufeinander folgenden ganzen Zahlen irgend einer Grössenbe- 
dingung unterworfen, so liegen die zugehörigen Theilerpunkte 
innerhalb einer geschlossenen Figur der x’y’-Ebene, der eine 
ebensolche in der xy-Ebene entspricht, und ihre Anzahl ist 
gleich der Anzahl ganzzahliger Punkte in der letztern Figur; 
annähernd kann sie also durch den Inhalt der letztgenannten 
ausgedrückt werden. 


Indem Busche dieses Prineip zur Anwendung bringt auf 
die Anzahl der Theiler der Zahlen von 1 bis n d. ı. auf die 
von uns mit r(n) bezeichnete Funktion, erhält er nicht nur 
auf einfache Weise die Dirichlet’sche Formel (29a), sondern 
auch einige annähernde Ausdrücke dieser Funktion. 


An derselben Stelle findet man eine Arbeit von J. Schröder: 
einige Sätze über 'Theileranzahlen sowie einige Anwendungen 
der Geometrie auf Zahlentheorie. Darin giebt Schröder eine 
anderweitige Herleitung der Dirichlet’schen Formel mittels 


- n 
® . “ N 
einer besonderen Transformation der Summe > es; welche 
v 
1! 


an die von Dirichlet verwendete erinnert. — Ausserdem 
aber leitet er eine Verallgemeinerung einer Formel her, welche 
zuerst von Lerch (Bulletin de la Soc. Roy. des Sciences de 
Boheme 1887) gegeben worden ist. Setzt man nämlich, 
während r, m, s gegebene positive ganze Zahlen bedeuten, 








ae | 1 
F(«&) = m 2 m—1 ? 
es Alk Pa) EN Ki aretd+) 
i—1 i=U 


so kann man für £ < 1 die Summe sowohl in dieser Weise: 
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m—1 ? 


Llu-.+) 


i=0 


als auch folgendermassen schreiben: 


grrts 


ER (1 — grm : 


Ne # ls gre+9+s) x 


AN) 





und durch Gleichsetzung beider Ausdrücke die Formel bilden: 


m—1 


—orit 
S Be | [.« u) 








je) 
m ver m—l1 F 
ER (1 un (e a”) (re PR FE 


ze) z—=U0 


Wird nun, da x <1 angenommen, beiderseits nach steigen- 


den Potenzen von & entwickelt und mit 0)””" der: Coefficient 
von =” in der Entwicklung der rechten Seite bezeichnet, so 
findet sich ohne Mühe für denselben folgende Bedeutung: 
0%” ist die Anzahl aller derjenigen Theiler der 
Zahlen 
n—r Die; für alle Werthe O, 1, 2, 3, ... der o;, 
i=1 
| welche grösser sind als > und zugleich Comple- 
tr 

mentärtheiler von der Form rv-+s (fürv=0, 1,2, 3,...) 
besitzen. Nennt man Y,(«; ß) die Anzahl der Theiler von 
«, welche > ß sind und einen Complementärtheiler y haben, 
so ıst also | 


m " Mm 
ER = > Ürvts (» sn > i0;;5 > e), 
a1 | 


wenn die Summe auf die genannten Werthe der Zeichen v 
und oe; erstreckt wird. 


en VO 
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Der besondere Falm=r=s-=1 liefert die Formel 


von Lereh: 
ze N, 


=0,1,2, - #E 


in welcher »(«; ß) die Anzahl der Theiler von « bezeichnet, 
welche grösser als ß sind. 


Die so analytisch erhaltenen Formeln werden nun auch 
g&ometrisch nach dem Prineipe von Busche bestätigt. — 


Zu Seite 415 und 416. 


Die Vergleichung .der Formeln auf diesen Seiten führt 
zu der Beziehung 


DT W-dTW-2+0(yn), 


welche man — und mit ihr auch die Formel (111) — folgender- 
massen direkt herleiten kann. Ist % eine Zahl der‘ Reihe 


1, 2,3,...n, so ist jeder Theiler von %, welcher < IVk ] 
ist, eine Zahl der Reihe 1, 2,3,... [Yn]. Umgekehrt, wenn 
h eine Zahl dieser Reihe ist, so ist zunächst En = > h, ferner 
ist h ein Theiler derjenigen Zahlen % der Reihe 1, 2,3,...n, 


welche in der Formel 


k=s-h fürs=1,2,3,:-- +] 


enthalten sind, aber nur dann ein solcher Theiler, welcher 


<[YVk] ist, wenn sS h ist, also nur für die letzten 


W 
#-@-0 
Werthe von s. Hiernach ist ersichtlicherweise 


[vr] 


> 7’ (h) 2 (2]-@- )) 
> 7“ (fh) = -5 7, (I -ı) 
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Zusätze. 


oder, was bewiesen werden sollte, 


NrW-I 19-340). 


Zu Seite 447. 


1 


: 5 : : N\B R 
Hier ist stillschweigend vorausgesetzt, dass (7,)‘ keine 


ganze Zahl 


sel. 
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Berichtigungen. 
Zeile 7 v. o. lies 24h +3 statt Ah s. 
Fr 1u.4v.u. lies %, statt X. 
„ 14 v. o. lies für statt ür. 
„8 vw. u. lies 2° statt 2«. 
„ 14. o. lies a’a’y statt a’ay. 
»„..6 vw. u. lies (4a) statt (6). 


in Formel (13) lies X (C,,) statt K(C,, h 


Zeile 6 v. 
a Mas 
wer DuN“ 
5 AAN 


lies ai Stall 
in lies K(07') statt K(OT!). 


u. lies (dx, y) statt d«, y). 
o. lies De statt A 
q q 


. lies statt BR 


A) ae 


[0 +) 


..lies > statt > i 
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